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Math. Annalen, Bd. 122, S. 109—126 (1950). 


Uber eine zur Differentialgleichung 
Fa a o* 
(a, ~ +4&—— fe wae vee + a, ~)U (x,y) = 0 
cz cz Cc y cy 


gehérige Funktionentheorie. I*. 
Von 





Ernst Lame. in Tutzing bei Starnberg. 


Jede in einer Umgebung von (0, 0) regulire Lésung U (z, y) der Laplace- 
schen Differentialgleichung 


o a - 
(1) ( + Toh (x,y) =0 
laBt sich bekanntlich in der Form 
(2) U (x,y) =f(x+iy)+g9(x4—ty) 


schreiben, wobei f(x + iy) eine in der nimlichen Umgebung von (0,0) wie 
U (x, y) regulire Funktion des komplexen Argumentes z = x + iy ist und 
g(x —iy) die zu f (x +iy) konjugiert komplexe Funktion bedeutet. 
Bei 
(3) —— —) U (2, y) =0 
C2 cy 


erhalt man die Darstellung 


(4) U (x,y) =f(x+y) + 9(x—-y) 
und fiir die Bipotentiale, welche Lésungen von 

a“ ao fan 
5 > 92 +- y a = 
(5) (=, 2 anoy sa) (x, y) =0 
sind, 
(6) U (x,y) = p(x,y) +y yp(z,y), 


worin g (x, y) und y (2, y) logarithmische Potentiale sind. 
Die Differentialgleichungen (1), (3) und (5) sind Spezialfalle von 
a Frid a 


° Oz" + a n ot? ee a) U (2, y) =0, 


(7) a 
d2"—dy ey 


worin die a,; vy = 1, 2,..., reelle Konstante sein sollen. 
Uber die partiellen Differentialgleichungen von der Gestalt (7) wollen 
wir folgenden Satz beweisen: 


Es sei a, +0 und die ,,charakteristische“ Gleichung 


(8) a5 +4,0+:---+a,0"=0 

*) Auszugsweise vorgetragen auf der Mitgliederversammlung der Deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung (im franzésisch besetzten Gebiet Wiirttembergs) in Tiibingen vom 
30. September bis 2. Oktober 1948. Vgl. Arch. Math. (D.) 1, H. 3, 223 (1949). 
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Ernst LAMMEL: 


besitze die 1 paarweise voneinander verschiedenen Wurzeln 0,; 4 = 1, 2,..., l. 
Ferner sei 9, eine v,-fache Wurzel, also 


(9) V; + V, Be oe © ab vy, =n. 
Dann 1aBt sich jede in einer Umgebung von (0, 0) regulire Lésung U (z, y) 
von (7) in der Gestalt 
L %, 
(10) U(z.y=) Vy Othale+ay) 
Awlx=1l 
schreiben. Die /,, (x + 0 y) sind in Potenzreihen von z + 0, y entwickelbare 
Funktionen. 


Sind speziell die Wurzeln von (8) simtlich voneinander verschieden, so 
erhalt man aus (10) 


n 
(11) U(z,y=Dh(e+ ory). 
A=l1 


Es ist leicht zu ersehen, daB (11) fiir (1) und (3) in (2) bzw. (4) und (10) 
fiir (5) in (6) iibergehen. 
Den eben ausgesprochenen Satz wollen wir nur im Falle n = 3 beweisen, 
da sich hieraus leicht der Beweis fiir beliebiges n ablesen laBt. 
Fir n = 3 lautet (7) 
Vand ao a aed 
(12) (a, + a, + a, + 43 ~ we) U (ay) == (). 


ex @a*0y *exdy* 


Wegen a, + 0 kénnen wir a, = 1 wiahlen und hierauf durch die Variablen- 
transformation 


a 
&é=2- 3 ¥n=Y 
erreichen, daB (12), wenn wir statt (£, 7) wieder (x, y) schreiben, in 
and ; Vand and . ea 
(13) (te tl ose tap) Ulm =0 
iibergeht. 


Fragen wir zunichst nach denjenigen Lésungen von (13), welche homo- 
gene Polynome n-ten Grades 


(14) U,(zy) => (*) 0, a2m—ry" 
’ 0 v 


sind, so zeigt sich, daB das allgemeinste homogene Lésungspolynom n-ten 
Grades U,, (x, y) stets in der Gestalt 


(15) U,,(z, y) = by u, (x, y) + 5, v, (x, y) + 6, w, (x, y) 


geschrieben werden kann. Jedes homogene Lésungspolynom (14) ist also 
durch die Vorgabe von bo, b, und 6, eindeutig bestimmt. 

u,,(z, y) ergibt sich fir 6, = 1 und b, = b, = 0, v, (x, y) fir 6, = b, = 0 
und 6, =1 und w, (z,y) fir b, = 6b, =0 und b,=1. u, (x, y), v, (x, y) 
und w, (zx, y) bilden eine Basis fiir die homogenen Lésungspolynome n-ten 
Grades U,, (x, y) von (13). 
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Es ist z. B. 
u, (x,y) = 2, (2%, y)=y, w, (x, y) = 9, 
Us (x, y) = z*, v2 (x,y) = 2ay, w,(z,y)=y*® und 
Us (xz, y) = 2 —ky'®, v,(z,y) = 3a*¥y—ly, w,(z, y) =3zry*. 
Ist nun U (z, y) eine in einer Umgebung von (0, 0) regulire Lésung von 


(13), also in eine Potenzreihe entwickelbar, so gilt wegen (15) fiir U (zx, y) 
auch die Darstellung 


(16) U (x. y) = % + D (Sn Un (2, Y) + Bu n(x,y) 4 Yn Wn (2; y)). 


n=1 


Bevor wir beweisen, daB sich (16) entweder in 


(17) U (x, y) =f, (@ +0,y) + fe(% +02y) + fy (a +05 y) 
oder in 

(18) U (x,y) = f(z +ory) + yfe(z +a.y) + fs (% +059) 
oder in 

(19) U(z,y=hAlet+ay+yh(z+ay +¥hs(z+ay) 
umformen léBt, je nachdem entweder 

(20) (01 — 2) (2 — Os) (03 — @1) + 9 

oder 

(21) 01 = 02 ¥ Os 

oder 

(22) 0: = 02 = Os 


ist, wollen wir diejenigen Ansatzpunkte beim Beweis fiir die entsprechende 
Behauptung bei der Potentialgleichung (1) aufweisen, welche uns den Uber- 
gang zur Differentialgleichung (13) erméglichen werden. 

Jedes homogene Polynom (14), das zugleich Lésung von (1) ist, lat sich 
in der Gestalt 
(23) U,, (2, y) = byu, (2, y) +5, v, (%; y) 
schreiben. w,,(z, y) ist also dasjenige homogene Lésungspolynom (14) von 
(1), fiir welches b, = 1 und 6, = 0 ist. v, (2, y) ist durch die Wahl b, = 0 
und 6, = 1 festgelegt. 

Die beiden homogenen Lésungspolynome uw, (2, y) und v, (2, y) bilden 
eine Basis fiir die sog. harmonischen Polynome n-ten Grades in z und y. 

Frigt man danach, wie sich die zum Grade m+n gehorige Basis 
Umsn(2,¥), Umin(%, y) aus den zum Grade m und n gehérigen Basen be- 
rechnen laéBt, so erhalt man 


Umin(Z, ¥) = Up (2, y) U, (2, Y) — Vm (Zz, y) v, (2, y), 
Um +n (XY) = Um (X,Y) Up_ (ZY) + Um (ZY) Un (2, Y), 
also das Multiplikationsgesetz fir komplexe Zahlen. 


(24) 


(24) bringen wir symbolisch durch 
(25) (Umin(2, ¥), Uman (2; Y)) = (Um (2, Y) Um (%, y)) (Uy (XY), Up, (2, y)) 
zum Ausdruck. 
g* 
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Ernst LAMMEL: 


Bilden wir 
(26) (uw (x, y), v(x, y)) = (eg, dy) + DY (Cys dy) (Un (2, Y)s Up (2, Y)) 


n=1 
und spalten in Komponenten auf, so ergibt sich 
ies 


u(x, y)=¢,+ » (c,u, (2, y) —d,v, (2, y)) und 
1 


n 


— 


n=l 


v(x, y) =d, + Dd (c, v(x, y) +d, U, (2, y)). 
Unter der Voraussetzung, daB o eine Wurzel der zu (1) gehérigen charakte- 
ristischen Gleichung 
28) l+o*=0 


ist, bestatigt man leicht, dab 


(29) u, (x,y) + ov, (2, y) (x + oy)" 
und 
(30) u(x, y)+ev(z,y)=eg+0d,+ d (ce, +e4,) (x +oy"=G(x+ey) 


n=1 
ist. 
Ist nun U (z,y) eine in einer Umgebung von (0,0) regulire Lésung 
von (1), so kann sie durch die Reihenentwicklung 


(31) U (x, y) = a% + DY (an Uy (2, y) + Buon (x, y)) 
gegeben werden. 

Um die Darstellung (2) fiir U (zx, y) zu erhalten, brauchen wir nur zu 
beachten, daB u (x, y) in der gleichen Umgebung von (0,0) wie v (z, y) 
regular ist und daB die Koeffizienten c, und d, von v (x, y) so festgelegt werden 
kénnen, daB v(z, y) mit U (x, y) tibereinstimmt. Man hat nur c, = f,; 


x=1,2,... und d, =a,; A=0,1,2,... zu wiahlen. Die beiden Glei- 
chungen fiir v (x, y), welche sich aus (30) ergeben, wenn man 9 = + i und 
0 = i einsetzt, lassen sich nach v (2, y) auflésen. Es ergibt sich 

a0) l : , 

(32) v(x, y)= 5; (9 (e@+ty)—g(x—ty)), 


womit fiir U (x, y) die Darstellung (2) gefunden ist. 

Um die fiir die Potentialgleichung (1) ausgefiihrten Betrachtungen sinn- 
gemaB auf die Differentialgleichung (13) zu iibertragen, bemerken wir: Die 
Basis (u,, (2, y), v, (x, y)) fiir die harmonischen Polynome n-ten Grades in 
x und y hat zwei Komponenten und man fiihrt ein Rechnen mit geordneten 
Zahlenpaaren ein, deren Maultiplikation durch die Kompositionsregel 
festgelegt wird, nach welcher sich die zum Grade m + n gehérige Basis 
(Umin(, ¥), Umin(%, y)) aus den zum Grade m und m gehdérigen Basen 
aufbauen. 

Da die fiir die homogenen Lésungspolynome n-ten Grades von (13) aufge- 
stellte Basis (u,, (x, y), UV, (x, y), w, (x, y)) aus drei Komponenten besteht, 
werden wir ein Rechnen mit geordneten Zahlentripeln einfiihren, deren 
Multiplikation wir durch die Art und Weise definieren, wie sich die zum Grade 
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m-+n gehorige Basis (Umin(Z,¥),; Umin(2, ¥), Umin(%, y)) aus den zum 
Grade m und n gehérigen Basen berechnen 1aBt. 


Es zeigt sich, daB die in Frage stehende Kompositionsregel folgendes 
Aussehen hat: 


Umin = UmUn — k Wm ln — k Um Wn» 
(33) Unin = Um Ug + (Um —l wm) 0, — (Wy + Lom) wy, 
Wm +n = Wm Uy + UmUy + (Um — LW») Wn> 
wofiir wir wieder symbolisch 
(34) (Um + ns Um+ n> Um + n) (Ums On Wm) (Up, Uns w,) 
schreiben. 
Bilden wir 
(35) (u (x, y), v (a, y), w(x, y)) = 
00 
(4p, bo, Co) + dd (ay; Dns Cy) (Un (x, y), Un (x, y), Wy (x, y)) 
n 1 


und spalten in Komponenten auf, so ergibt sich 


20 


u(zx,y)=a,+ > (a,u, —ke,v, —kb, w,), 
n=1 


(36) v(x, y) = by a a (5, Uy + (a, - Icy) Un ~ (k Cy +t 16,) Wn)» 
n 1 
w (x, Y) = Co 4 ba (Cn Un b, Un T (a, Ley) Wy). 
n=1 


Unter der Voraussetzung, daB 9 eine Wurzel der zu (13) gehorigen cha- 
rakteristischen Gleichung 


(37) k+lo+o*=0 


ist, erhalt man 


(38) Un (X,Y) + OV, (2, y) + OF wy, (x.y) = (2 + 0y)" 
und 
(39) u (x,y) + ov(x, y) + o? w(x, y) 
(ay + aby + oF eo) + D (an + 05, + 07 ¢,) (x + oy)" =g(x+ey). 
n=1 


Die Gleichungen (33), (34), (35), (36), (37), (38) und (39) entsprechen der 
Reihe nach den Gleichungen (24), (25), (26), (27), (28), (29) und (30). 

Zum Unterschied von der Gleichung (28) kénnen bei (37) eine Doppel- 
wurzel oder gar eine dreifache Wurzei auftreten. 

Ist 9 eine Doppelwurzel, so gilt auBer (38) und (39) auch noch die Be- 


ziehung, welche sich aus diesen beiden Gleichungen durch Differentiation 
nach o ergeben. Man erhilt 


(40) v, (x,y) + 2ow, (x,y) =ny(x+oy)"—! 


und 











Ernst LaAMMEL: 


v(z,y) + 2ow(z,y)=y J n(a, +0, + 07% ¢,) (zx +oy)"*—! + 
n 1 


i (bo + 2 0 Cp) + p (b, + 20 ¢n) (x + ey)” 
1 


aa: 
oder 
(41) v(z,y)+2ow(z,y)=yg' (x +oy) +h(x+oy), 
wenn g' (x + oy) = é9 (2) ist. 
alia dz z zr+ey 


Ist 9 eine dreifache Wurzel von (37), so treten zu den fiir eine Doppel- 
wurzel geltenden Beziehungen (38). (39), (40) und (41) zwei weitere Be- 
ziehungen, welche sich aus (40) und (41) durch nochmalige Differentiation 
nach o ergeben. Man bekommt 


(42) w, (x, y) = *)y? (x +0 y)"—2 
und 
2w (x,y) = y* J’ n(n — 1) (a, + 05, + oF ey) (x + oy"? + 
n=1 
+2y Yn (by + 2Qc,) (x + ey"! +2 (eo + D en (z +e y)") 
n=l . eal 
oder 
2 

(43) w (x, y) = ¥ g(x + oy) + yh' (x +o y) A k(x J. oy). 


Um nun die durch (16) gegebene Lésung U (z, y) von (13) in (17), (18) 
oder (19) tiberzufiihren, je nachdem (20), (21) oder (22) erfiillt sind, brauchen 
wir nur zu wissen, daB sich w (zx, y) in der nimlichen Umgebung von (0, 0) 
wie u (x, y) und v (x, y) regulir verhalt und beachten, daB sich in (36) die 
Koeffizienten von w (zx, y) stets so festlegen lassen, daB w (x, y) mit U (x, y) 
identisch wird. Man muB8 nur 


(44) 6. = & 


m 


b, = B, und a,-—lce,=y, m=0,1,2,...; n=1,2,... 


m? 
wahlen. 

Sind die drei Wurzeln 9,, 0, und g, von (37) paarweise ungleich, geniigen 
sie also der Bedingung (20), so lassen sich die drei fiir 9 = 9,; vy = 1, 2,3 
aus (39) ergebenden Gleichungen 


(45) u (x,y) + 0, v(x, y) +o; w(z,y) = 9,(% + 0,Y); y=1,2,3 
insbesondere nach w (z, y) auflésen, da die Determinante des Gleichungs- 
systems gleich (9, — 0,) (03 — 0) (@3 — @2), also wegen (20) von Null verschie- 
den ist. 

Wir erhalten so 


$m(T+Oy) , Go(X+O2¥) 93 (% + 03 ¥) 


(@2— 0) (@s— 01) © (0, — @2) (3 — @2) (0: — @3)(@2-- @3) ’ 


(46) w(z,y)= 





womit gezeigt ist, daB sich U (zx, y) aus (16) unter der Voraussetzung (20) 
auf die Gestalt (17) bringen laBt. 

Ist 0; = 02 + 03, 0, also eine Doppelwurzel, so liefern (39) und (41) das 
Gleichungssystem 
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u (x,y) +0,v(z%,y¥) +0 
(47) v(x,y)+2 
u (x,y) + 0,v(%,y) +0 


7v(z%y=Hnl(z+oay), 
iw(zxy=—ygl(xr+oy)+h(x+o,y), 
w (x,y) = 93 (% + Oy), 


2 
2 
3 


dessen Determinante gleich (9, — o,)? +0 ist. Das Gleichungssystem (47) 
l48t sich mithin nach w (z, y) auflésen und es ist 


(48) w(x, y) = — Gi (X& +0, y) + (0. —O3)h(x+0, y) by $(T+OQ.y) , Js(Z+Os3y) 
, (0, — @s)° : C1— @ (0, — @3)" 





Damit haben wir bewiesen, daB U (x, y) aus (16) unter der Voraussetzung 
(21) in (18) umgeformt werden kann. 


Ist o eine dreifache Wurzel, so zeigt schon (43), daB in diesem Falle 
U (x, y) aus (16) auch in der Gestalt (19) geschrieben werden kann. 

Wir wollen jetzt das eingefihrte Rechnen mit geordneten Zahlentripeln 
(a. b,c) etwas naher betrachten. Gleichheit und Addition definierten wir 
analog wie bei komplexen Zahlen. Die Multiplikation wurde durch (33) 
festgelegt. Man iiberzeugt sich leicht, da8 Addition und Multiplikation 
sich tatsichlich kommutativ, assoziativ und distributiv verhalten, wie wir 
es in den bisherigen Entwicklungen stillschweigend angenommen haben. 
(0, 0, 0) ist die Null in diesem hyperkomplexen Zahlensystem und (1, 0, 0) 
spielt in ihm die Rolle der Eins. Fassen wir die Division wie gewoéhnlich als 
Umkehrung der Multiplikation auf, so ist nach (33) die Division durch 
(a, b,c) dann und nur dann eindeutig ausfiihrbar, wenn 


a, —ke, —kb 
(49) b, a—Ile, —(ke+1b) | +0 
C, b, a-le 


ist. 

Unter einer Funktion f(x, y, z)| des geordneten Zahlentripels (2, y, z) 
verstehen wir ein geordnetes Funktionentripel (u (x, y, z), v(x, y.2), w (x, y,2)), 
also 
(50) f \(x, y, z)| = (wu (x, y, z), v (2, y, z), w(x, Y, z)). 


Eine Funktion f {(x, y, z)| soll in Analogie zu den Funktionen eines kom- 
plexen Argumentes an der Stelle (z, y,z) differenzierbar heiBen, wenn 
{ |(x, y, z)| in einer von Null verschiedenen Umgebung von (2, y, z) definiert 
ist und es ein geordnetes Zahlentripel (u*, v*, w*) so gibt, daB fiir jede Stelle 
(x +h, y+k,z+1) aus dieser Umgebung 


(51) f[(a+h, y+k, z+D)—f\ (x, y, z)] = (u*, v*, w*) (h, k,l) + (Q,, Qy, Qs) 


ist, wobei die Komponenten des Tripels (2,, 2,, 2,) beim Grenziibergang 
h? + k? + 2 + 0 von héherer Ordnung als | h? + k2 +7? nach Null kon- 
vergieren. 

Eine sowohl notwendige als auch hinreichende Bedingung fiir die Diffe- 
renzierbarkeit von (wu (zx, y, z), v(x, y,z), w(z, y,z)) an der Stelle (z, y, z) 
besteht darin, daB u (z, y, z), v(x, y, z) und w (z, y, z) an der Stelle (z, y, z) 
differenzierbare Funktionen sind, welche daselbst dem partiellen Differential- 
gleichungssystem 











Ernst LAMMEL: 


eu ev 12% eu 1 2 eu 2 oO 
C2 ey Oz Oz Cx Cy On 
- eu an) et eu 
(52) k 
cz cz crx cy 
cr cw cu 
-b—- al 0 
cz cz cy 
genugen. 


Das Gleichungssystem (52) ist das Analogon zu den Cauchy-Riemann- 
schen Differentialgleichungen bei den Funktionen eines komplexen Argu- 
mentes. 

Unter dem Linienintegral von f |(z, y, z) (u (x, y,z), v(x, y,z), w (a, Y¥, z)) 
langs des rektifizierbaren Kurvenstiickes ©, welches vom Anfangspunkt P, 
bis zum Endpunkt P, reicht, in Zeichen 


P, ; 
(53) (©) / f\(x, y, z)| d(x, y, z), 
P, 
verstehen wir das folgende geordnete Tripel von Linienintegralen 
P, P, 
(54) ((G) | (udx—kwdy —kvdz), (©) { (vdx+ (u—lw)dy 
P, P, 


P, 
(kw +-lv) dz), (€) f (wdx + vdy + (u —Ilw) dz)), 
P, 
deren [ntegranden sich nach (33) als Komponenten des Produktes (u, v, w) 
(dx, dy, dz) ergeben. 

Ist f |\(z, y,z)| eine im Quader 8: A, < x4< Ay, By< y< B,, C,<z<C, 
differenzierbare Funktion, so hat das Linienintegral (53), erstreckt iiber eine 
in 8 verlaufende geschlossene rektifizierbare Kurve ©, wegen des partiellen 
Differentialgleichungssystemes (52), den Wert Null, also 


(55) ) { ((2, y, z)] d(x, y,z) = 0. 
€ 


(55) ist das Analogon zum Cauchyschen Integralsatz in der Goursatschen 
Fassung, bei welcher nur die Existenz der Ableitung in 8, nicht aber deren 
Stetigkeit verlangt wird. 

Was die durch f |(z, y, z) (u (x, y, z), v (x, y, z), w (x, y, z)) vermittelte 
Abbildung des (x, y, z)-Raumes auf den (u, v, w)-Raum anbelangt, so gilt 
folgender Satz: 


Ist f [(z, y, z)| an der Stelle (x, y, z) differenzierbar, so ist 


dx,, kdz,, Ildx,—kdy, 
(56) dy., dz, —Idzz, kdz, 
ds, ds, ds, 72 2 - 2 
dzz, dys, dx 


eine Differentialinvariante dieser Abbildung, worin d8, = (dzx,, dy,, dz,); 
y= 1,2,3 drei vom Punkte (z, y, z) ausgehende Linienelemente sind und 


dzx,, kdz,, ldx,—kdy, 
(57) ds’ = |dy,, dzx,—Idz,, kdz, 
dz,, dy,, dx, 


ist. 
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Um plausibel zu machen, wieso man iiberhaupt auf die Vermutung 
kommt, daB (56) eine Differentialinvariante der betrachteten Abbildung 
sein kénnte, greifen wir auf die durch die Funktionen eines komplexen Ar- 
gumentes f [(x, y)] = (u(x, y), v(x, y)) bewerkstelligten Abbildungen zu- 
riick, deren Konformitat sich so ausdriicken laBt: Ist f [(x, y)] an der Stelle 
(x, y) differenzierbar, so ist 
| dx,, —dy, 


(58) . 
ds,ds, \dy,, dr, 


eine Differentialinvariante der durch f |(2x, y)] = (u(x, y), v(x, y)) gegebenen 
Abbildung, worin d8, = (dz,,dy,); » = 1,2 zwei vom Punkte (z, y) aus- 
gehende Linienelemente sind und 
° dz,, —dy, 
(59) ds, ~ te oom 2S 
dy,, dx, 


LS) 


ist. 


Nun beachten wir, daB die Determinante auf der rechten Seite in (59) 


: , (1,0 a b ? A 
als Nennerdeterminante in , auftritt. Die ana- 
(a, b) a, b a, - b 
b, a b, a 
‘ (1.0.0) . . 
loge Nennerdeterminante von ca ist durch (49) gegeben, welche sich 
a, 0, ¢ 


auch in der Form schreiben laBt: 
a, —ke, la—kb 
(60) b, a—Ic, —ke 
C, b, a 
die man dadurch erhalt, daB man die mit | multiplizierten Elemente der ersten 
Spalte von (49) zur letzten Spalte addiert. 
(60) hat aber die Gestalt von (57) und der Ubergang zu (56) ist die sinn- 
gemaiBe Ubertragung des Uberganges von (59) zu (58): 
Zum Beweise tiber die Behauptung des Differentialausdruckes (56) be- 
merken wir, da 


du,, kdw,, Ildu,—kdv, 


(61) dv,, du, — ldwy, kdw, 
dWs, dvs, du, 
] cu cw cw cw ~ ” z ft 
—s By’ = dx,, kdz,, Ildx,—kdy, 
cu cw cu 
= — a; = dy,, dx,—Idz,, —kdz, 
Ow Ow | Cw ' Cu ‘ 
-&s,: - (kay +15), Gz dis, dys, ez, 
ist. 


Man braucht dazu nur in der auf der linken Seite von (61) stehenden 
Determinante die in ihr auftretenden partiellen Ableitungen von w (z, y, z) 
und v (z, y, z) nach x, y und z vermége des partiellen Differentialgleichungs- 
systems (52) durch die partiellen Ableitungen von w (2, y, z) auszudriicken. 
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Aus (61) ergibt sich unmittelbar, da8B (56) tatsichlich eine Differential- 
invariante ist. 
Wir wollen die Bemerkungen iiber die Funktionen eines geordneten 


Zahlentripels f [(z, y, z)| damit endigen, da8 wir noch kurz die Potenzreihen 
in dieser Funktionentheorie betrachten. 


Unter einer Potenzreihe von (x, y, z) werden wir den folgenden Ausdruck 


(62) (95 Bg, Co) + DY (Ans Ons Cn) (2, Ys 2)" 


verstehen, wobei a,, b, und c,; »y = 9,1,2,... von x, y und z unabhangig sind. 
Setzen wir 


(63) (x, y, z)* = (Uy (2, ¥, 2), Vy (2, Y, Z), Wy (2%, Y, 2)), 
so geht (62) in 


(64) (@g; bg, Co) + DL’ (Ans Ons Cn) (Un (Zs Yr Z)> Un (Ls Ys Z)> Wy (2X, Y> 2) 
n=1 
iiber, woraus durch Aufspaltung in Komponenten 


u (x,y,z) =a,+ ) (a, u, — ke, v, — kb, w,), 


(65) v (x, y,z) = 6, + D (6, Un + (2, — Ll c,) v, — (he, +15,) w,), 


ax 
w (2, Ys 2) = Co + 2 (Cn ttn + On tn + (0 


n — bn) Wy)- 


_ 


Die Potenzreihe (62) soll an der Stelle (x, y, z) konvergent heiBen, wenn ihre 
simtlichen Komponenten (65) an der Stelle (z, y, z) konvergent sind. 


Durch den SchluB von n auf n + 1 zeigt man leicht, dab 
(66) Uy (XL, YZ) + OV, (x,y,z) + 0? wy (z, y. 2) = (2 + Oy + 0% z)" 
ist, sobald g eine Wurzel von (37). 

Ist o eine Doppelwurzel von (37), so gilt auBer (66) noch die Beziehung 
(67) vu, (z, y,z) + 2ow, (z, y,z) = n(x + oy + o?z)"—!(y + 202), 


welche sich aus (66) durch Differentiation nach g erhalten laBt. 
Ist o eine dreifache Wurzel von (37), so hat man 


(68) wy (x, 9.2) =(") (2+ oy +o%2!"-* (y+ 202)" + n(x toy t gteyr1e. 


(68) bekommt man aus (67) durch nochmalige Differentiation nach 9. 

Ist (62) an der Stelle (x, y, z) konvergent, so ist es daselbst auch die Reihe, 
welche man aus (65) erhalt, wenn man die Reihen fiir die Komponenten 
u (x, y,z), v(x, y,z) und w(z, y,z) der Reihe nach gliedweise mit 1, 9 und 0? 
multipliziert und hierauf die Glieder mit gleichem Zeiger addiert. Ist 0 ins- 
besondere eine Wurzel von (37), so wird 


(69) "eso teraga terol y,2) = 


=a,+05,+ cote (dn + 2 by + o*c,) (x +o y + 7 z)". 
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Wenn ¢ eine Doppelwurzel von (37), so ist auch noch die Reihe mit (62) 
an der Stelle (x, y, z) konvergent, welche man dadurch bekommt, daB man 
die Reihen fiir die Komponenten v (z, y, z) und w (z, y, z) mit 1 bezw. 20 
gliedweise multipliziert und hierauf addiert 


(70) v (x, y,z) + 2ow (zx, y,z) = (6) +20.) + J [n(a, + 


n=1 
+@ 56, +07 ¢,)(y +202) + (6, +20¢,) (x +oy +0%2)| (e+ oy +0%2z)"—!. 
(70) laBt sich aus (69) durch Differentiation nach @ erhalten. 
Ist 9 eine dreifache Wurzel von (37}, so hat w (x, y, z) die Gestalt 


co 
(71) w (x,y,z) =tg + D (c, uy, + Oy 0, + ay Wy), 
n=1 
d« dann @ = 0 und nach (37) auch / verschwinden muB. 
Hat nun (37) drei paarweise voneinander verschiedene Wurzeln 9,; 
vy = 1, 2,3, so folgt also aus der Konvergenz von (62) an der Stelle (x, y, z) 
auch die Konvergenz der drei Reihen 


(72) u (x,y,z) + 0,0 (x, y,z) + oF w(x, y, 2) = 
co 
(Cy + 0, by + 03 Co) + DY (Qn + Or bn + OF Cp) (2 +0,y¥ +052)"; v=1,2,3 
n=1 


an der nimlichen Stelle. Da auch die Umkehrung richtig ist, fallt der gemein- 
same Konvergenzbereich der drei Reihen (72) mit dem Konvergenzbereich 
der Reihe (62) zusammen. Das erméglicht uns, den Konvergenzbereich der 
Reihe (62) aus ihren Koeffizienten a,, b, und c,; x =0,1,2,... und den 
Wurzeln o,; v = 1, 2,3 von (37), der charakteristischen Gleichung von (13), 
zu bestimmen. 
Da der Konvergenzbereich jeder der drei Reihen (72) durch 
l 
n ’ 


— —- 
,— 1.2.3 lim | |an + @vbn + 07 Cp 
y . 5 Peavor™ 


(73) r+o,y+ rz < 


gegeben wird, so besteht mithin der Konvergenzbereich von (62) aus allen 
Punkten (zx, y, z), fiir welche die drei Ungleichungen (73) erfiillt sind. 

Setzen wir voraus, daB die Koeffizienten & und 1 der charakteristischen 
Gleichung (37) reell sind, so sind die beiden Fille méglich, daB entweder 
alle drei voneinander verschiedenen Wurzeln 9,; v = 1, 2,3 reell oder zwei 
derselben konjugiert komplex sind. 

Schreiben wir 

1 

n = R, ° 


lim | \@n + Qvbn + 03 Cy 
a, co 


(74) 


so wird im Falle dreier voneinander verschiedener Wurzeln der Konvergenz- 
bereich von (62) durch 


(75) r+o,y+or2| <R, 


gegeben, also ein Parallelepiped, dessen Berandung in bezug auf den Punkt 
(0, 0,0) zentrisch symmetrisch ist. 
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(75) 1éBt sich naimlich auch 
(76) —-R,<zr+o,y+oaz<+R, 
schreiben, mithin eine von den beiden Ebenen 
z+o,yt+o;z=R, und r+o0,y+o3z=—-—R, 


begrenzte Parallelschicht, die den Punkt (0,0,0) als Symmetriezentrum 
besitzt. Da keine zwei von den drei Ebenen 


(77) z+o,y-+ 0; 2 | y=1,2,3 


zueinander parallel sind, ist der Durchschnitt der drei Parallelschichten 
(75) tatsichlich ein Parallelepiped. 

Sind von den drei voneinander verschiedenen Wurzeln o,; v = 1, 2,3 
zwei zueinander konjugiert komplex und bezeichnen wir so, daB 9, die reelle 
Wurzel ist, so wird nach (74) R, = R, = R. 

In diesem Falle besteht der Konvergenzbereich von (62), wenn wir 
0. = 03 = o setzen, aus dem Durchschnitt des Zylinders 


9 


(x+oy+o*%z)(x#+0y+0*2z) < R 
und der Parallelschicht 


2 


r+o,y¥+ 022 <R,. 
Hat die charakteristische Gleichung (37) bei reellem & und / eine Doppel- 
wurzel, so kénnen nur reelle Wurzeln auftreten. 
Ist po, die einfache und 9, = 9, die Doppelwurzel, so ist nach (69) und 
(70) der Konvergenzbereich der Reihe (62) mit dem gemeinsamen Konvergenz- 
bereich der drei Reihen 


(78) u (x,y,z) + 0, v(z, y,z) + oF w(z, y, z) = 
IO 
By + Orb + OF Cg + SY) (An + Oy bn + OF Cn) (Z + Ory + OF 2)": v=1,2 
n=l 
und 


(79) v(x, y,z) + 20.w (x, y,z) = (by + 20969) + DY [nm (ay + 025, + 03 Cy) X 
n 
x (y + 20,2) + (by, + 2 02¢,) (x + 02 y + 02 z)| (x + ogy + 03 z)"—! 
identisch. 
Die beiden Reihen (78) sind fiir 
(80) r+o,y + 0? z|\ < R,; y¥=1,2 


konvergent, waihrend die Reihe (79) fiir den Durchschnitt von 


(81) e+ o.y+o32|<R, 
und 
l 
(82) + 0,y+032|< n = Re 
lim | \b,+2@2¢n 
n—> co 
konvergiert. 


Die Behauptung beziiglich der Konvergenz von (79) ergibt sich daraus, 
daB die Reihe (79) Summe der beiden Potenzreihen 





™ 
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(83) a" (2, + O25n + 05 Cn) (y + 2022) (2 + 02y + 05 z)"—! 
n= 
und 
(84) (by + 2 Q209) + D' (bn + 2 Oe Cn) (2 + Oc y + 03 2)" 
n=1 


ist und (83) fiir (81), wahrend (84) fiir (82) konvergiert. 

Der Konvergenzbereich von (62) besteht also in dem Falle, daB die cha- 
rakteristische Gleichung (37) mit reellem k und | eine Doppelwurzel besitzt, 
aus dem Durchschnitt der Parallelschichten 
(85) et+oy+ozz|<R, und |x+o,¥+4 


pt zi <r, 


wobei r die kleinere der beiden positiven Zahlen R, und RZ bedeutet. Da die 
beiden Ebenen z + 0, y + 0? z = R, und xz + 9, y + 93 z =r nicht zueinan- 
der parallel sind, durchdringen sich die beiden Parallelschichten (85) gegen- 
seitig und es ist deshalb nicht méglich, daB die eine Parallelschicht in die 
andere zu liegen kommt. 

Ist o eine dreifache Wurzel von (37), so muB k=/1=0 und mithin 
o = 0 sein. In diesem Falle ist dann wegen (66), (67) und (68) 


U, (z, y¥,z) = 2, ¥, (2%, y,z) = ¥, Ww, (2, Y¥, Zz) = 2 
und fiir n=>2 
u(x, ¥,2) = 2", 0, (2, 9,2) = 2 2*—ly, 


(86) im: : 
Wy, (X,Y, Z) = ((5) ¥? T (i) 2] r=, 


Der Konvergenzbereich von (64) fallt also nach (65) mit Riicksicht auf 
(86) mit dem gemeinsamen Konvergenzbereich folgender drei Reihen 


23) 
u (x,y,z) =a,+ D> a, 2" 
n= 
(87) v (x,y,z) =b,+ JD (b,2" + na, 2"-1y) und 


n=1 


w (x,y,z) = Co + (Cc, 2 +5, y + a, 2) 4 


be 

T » (Cn a+ n b, x" ly T a, ((3) y* + (7) 2) @-*) 
n=2 “ 

zusammen. Man iiberzeugt sich leicht, daB die drei Reihen (87) in der 

Parallelschicht 


l ] l 
iia n ’ aru ’ a= n 
lim | |d, lim | |b, lim |/\¢p 
ee) 


na-—> n— 


(88) x<r,r= Min 


n-—> GO 
konvergent sind. 
Hat also die charakteristische Gleichung (37) eine dreifache Wurzel, 


so wird der Konvergenzbereich der Reihe (64) eine zur (y, z)-Ebene symmetri- 
sche Parallelschicht, die durch (88) gegeben wird. 
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Um wieder den Anschlu8 an die partielle Differentialgleichung (13) zu 
bekommen, wollen wir den Begriff einer Funktion f [(z, y, 0)] einfihren, 
deren Argument ein geordnetes Tripel ist, wobei die beiden ersten Kompo- 
nenten Variable sind, waihrend die dritte Komponente standig Null sein soll. 
Unter f [(z, y, 0)] verstehen wir ein geordnetes Funktionentripel (u (z, y), 
v (x, y), w(x, y)), dessen Komponenten Funktionen der beiden Veranderlichen 
x und y sind, in Zeichen 


(89) f [(z, y, 0)] = (u (x, y), v(x, y), w (2, y)). 


Eine Funktion f [(z, y,0)| soll an der Stelle (x, y,0) differenzierbar 
heiBen, wenn f [(z, y, 0)] in einer von Null verschiedenen Umgebung von 
(x, y, 0) definiert ist und es ein geordnetes Zahlentripel (u*, v*, w*) so er- 
gibt, daB fiir jede Stelle (x +h, y + k, 0) aus dieser Umgebung 


(90) f[(z+h,y + k, 0)] —f[(z, y, 0)] = (u*, v*, w*) (h, k, 0) + (Q,, 25, Qs) 


ist, wobei die Komponenten des Tripels (2,, 2,, 2,) beim Grenziibergang 
h® + k* + 0 von héherer Ordnung als |/ h* + k* nach Null konvergieren. 

Eine sowohl notwendige als auch hinreichende Bedingung fiir die Diffe- 
renzierbarkeit von (u (x, y), v (x, y), w(x, y)) an der Stelle (z, y,0) besteht 
darin, daB u (x, y), v (x, y) und w (x, y) an der Stelle (x, y) differenzierbare 
Funktionen sind, welche daselbst dem partiellen Differentialgleichungs- 
system 

eu év ew Ou Cw Ov ow 

(91) “ta ta te be dae 
geniigen. 


Setzt man voraus, daB die Komponenten von f [(z, y, 0)] entsprechend 
oftmalig nach z und y differenzierbar sind, so folgt aus (91), daB u (z, y), 
v (z, y) und w (z, y) Lésungen der partiellen Differentialgleichung (13) sind. 

Ist w(x, y) eine Lésung von (13), so werden ihr durch das Gleichungs- 
system (91) zwei weitere Lésungen wu (x, y) und v (x, y) zugeordnet, welche 
durch 


u(z,y)=—k f dy + oy) und v(zy= foe dx+y(y) 
mit 
aw 6*w 


° Ow 
p” (x) =k | ss dy+l +o, und 


ex 
- ew Aw Cw 
¥ (Y) =—(é dat t i py tet! se8y) 

gegeben sind. Hieraus folgt, daB wu (x, y) und v (zx, y) in derselben Umgebung 
von (0,0) wie w (z, y) regular sind. 

Unter dem Linienintegral von f [(z, y, 0)] = (u (z, y), v (x, y), w (x, y)) 
lings des rektifizierbaren Kurvenstiickes €, welches vom Anfangspunkt P, 
bis zum Endpunkt P, reicht, in Zeichen P, 


P, 
(92) () f f(x, y, 0)] d (x, y, 9), 
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verstehen wir das folgende geordnete Tripel von Linienintegralen 
P, P, P, 
(93) ((¢) f(udz—kwdy) (6) [(vdzx+(u—Lv)dy), (©) f (wdx+ vdy)). 
P, P, P, 


deren Integranden sich nach (33) als Komponenten des Produktes (uw, v, w) 
(dx, dy, 9) ergeben. 

Ist f [(x, y, 0)] eine im Rechteck 8: A, < x < Ay, B,< y < B, diffe- 
renzierbare Funktion, so hat das Linienintégral (92) erstreckt iiber eine in 8 
verlaufende geschlossene rektifizierbare Kurve €, wegen des partiellen 
Differentialgleichungssystemes (91), den Wert Null, also 


(94) f [(x, y, 0)] d (x, y,0) = 0. 
€ 


Was die durch f [(x, y,0)] = (u (x, y), v (x, y), w(x, y)) vermittelte Ab- 
bildung der (x, y)-Ebene auf die Fliche u =u (z, y), v= (2, y), w= w (2, y) 
des (u, v, w)-Raumes anbelangt, so gilt folgender Satz: 

Ist f [(z, y,0)] eine an der Stelle (z, y,0) differenzierbare Funktion, 
so wird fiir die durch f [(z, y, 0)] bewirkte Abbildung der (z, y)-Ebene auf 
die Fliche 
(95) u=u(z,y), v=v(z,y), w= w(z, y) 


im Punkte (2, y) 


du,, —kdw,, —kdv,+ldu, 
dv,, du, —Idw,, —kdw, 
dws. dvs. du 
(96) 3 x —- tater 
TT dv,, du, —ldw,, —kdw, 
v=1 | dw,, dv,, du, 
dz,, 9, —kdy,+ldz, 
dy,, dz, 0 
= 0, dys, dzy 
3 dz, 0, —kdy,+ldz,|}° 
dy,, Ax, 0 
yal 0, dy, dz 


Zum Beweise dieser Behauptung braucht man nur zu zeigen, dab 


du,, —kdw,, —kdv, 
(97) dv,, du,—Idw,, — (kdw,+I1dv,)| = 
dws, dvs, du, —Ildw, 
eu av Ow 
0 — 
oz’ O2’ oz dz,, 7 kdy, 
éu ev ow 
a oy’ By” oy dy,, dx,, —Ildy, 
p22. eu «get. av | 0, dy,, dz, | 


Ox Oy Oz oy 
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ist, was sich mit Hilfe des partiellen Differentialgleichungssystems (91) 
leicht nachweisen Jat. Hieraus erhailt man durch eine leichte Umformung 


du,, —kdw,, kdv,+Idu, 


(98) dv,, du, — ldwy,, -kdw, 
dw,, dv;, du, 
cu cw cow 
0, —k 
es oo dz,, 0, kdy, +ldz, 
: u ’ cov cw dys, dx.. 0 . 
cy cy cy — = 
, k cw cw l cv cw 0. dys, dz, 
Cz oy Cz cy = ' 
woraus sich (96) unmittelbar ergibt. 
Wenn wir beachten, daB (33) 
(99) (x, y, 0)" = (Uy (X,Y), Un (2, Y), Wy (2, Y)) 


ist, wobei wu, (x, y), v, (x, y) und w, (x, y) die fiir die homogenen Lésungs- 
polynome n-ten Grades von (13) eingefiihrte Basis bilden, so sehen wir, daB 
eine Reihe von der Gestalt 


(100) (a9, Bg, €g) + 3 (Ay, bys Cy) (2, y, OF" 


mit der Reihe (35) identisch ist. 

Die Konvergenzverhiltnisse von (100) ergeben sich aus dem Konvergenz- 
verhalten der Reihe (62), da diese Reihe die Reihe (100) als Spezialfall ent- 
halt. Den Konvergenzbereich der Reihe (100) erhailt man als Durchschnitt 
des Konvergenzbereiches der Reihe (62) mit der (x, y)-Ebene. 

Unsere Ausfiihrungen iiber die partielle Differentialgleichung (13) wollen 
wir damit beenden, daB wir den Konvergenzbereich der Reihe (16), welche 
eine in einer Umgebung des Punktes (0,0) regulire Lésung von (13) dar- 
stellt, niher betrachten. 

Hat die charakteristische Gleichung (37) drei voneinander verschiedene 
Wurzeln o,; v = 1, 2, 3, so lassen sich die aus (38) folgenden drei Gleichungen 


(101) Un (X,Y) + Oy Up (X,Y) + OF w, (2, y) = (4+ 0,y)"; v=—1,2,3 


nach w,, (x, y), v, (x, y) und w,, (x, y) auflésen. Durch Einsetzen der errech- 
neten Ausdriicke fiir u, (z, y). v, (x, y) und w, (zx, y) in (16) erhalt man 


, . ae Oo 04% (0g + 03) Bn + Yn n 
(102 U (2, men SE = 2s < “"(x+0,y) + 
y . a=1 { (0, — @2) (01 — @s) ( oy) 

4 0201 %n — (03 + 01) Pn + 7 


Yn n 01 02 Xn — (0; + 02) Bn + Yn 
(@2 — 03) (02 — 0;) (2+ 02 y) T : 
S2 3/ \S2 ~~ &1 


(03 — 0) (03 — @2) 


(+03 y)"f- 


Sind die drei Wurzeln 0,; v = 1, 2,3 simtlich reell, so ist (102) sicher 
fir die Punkte des Durchschnittes folgender drei Parallelstreifen 
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. l 
(103) |\x+o,y - = . 
lim V Ov +10v+2%, — (Ov+1 + 0v+2) Bn t+ Yn 


n-—-> co 


y=1, 2,3 und 0,=0,, 0; = 02, 


.o . 








konvergent. Die Berandung des Bereiches (103) ist ein in bezug auf den 
Punkt (0,0) zentrisch symmetrisches Sechscck. 

Sind o, und 0, zueinander konjugiert komplex und 9g, reell, so enthalt der 
Konvergenzbereich von (102) sicher alle Punkte (2, y), fiir welche 


(104) r+oy|=|r+oey\<1=—7r, und [r+ 0,y|\ <7, 


gilt. Der Bereich (104) ist der Durchschnitt der Mittelpunktsellipse |z + 0, y| < ry 
mit dem Parallelstreifen x + 0,y <17,;, dessen Berandung symmetrisch 
zum Ursprung (0, 0) liegt. 

Hat die charakteristische Gleichung (37) eine Doppelwurzel 0, = o, und 
ist 0, + @,, so ergeben sich nach (38) und (40) folgende drei Gleichungen 


9 


Un (X,Y) + 0, Un (X,Y) + OF Wy (%, y) = (2% + 0, y)", 
(105) Un (x,y) + 20,0, (2%, y) =ny(x+o,y)"—', 

Un (XY) + 03 Un (X,Y) + 05 Wn (x, y) = (2 + sy)", 
welche sich nach w,, (2, y), ¥, (x, y) und w, (x, y) auflésen lassen. Setzen wir 
in (16) fiir w,, (x, y), v, (2, y) und w, (zx, y) ein, so erhalten wir 


U (x,y) =%+ > \( — 0; 03% + (0, +03) Bn ; Yn+3o, (By +20; %)) ae 
(106) n=1\ (01 — @s) 


z+o,y)" 


- aa 


n—1 n 
ny(x+0,y) a 9 (z+ 05 y) ) 
, + (05 %— 20: Bat Yn (0; — @3)* J 

=1 s 





+ (0; 03 Xn — (01 + 03) Punt Yn 


0,1—@s 


Hieraus ist ersichtlich, dafB die Konvergenz sicher fiir diejenigen Punkte 
(x, y) vorhanden ist, fiir welche 


T+TrOQy n whet 
lim | 01 03 Xp (0; + 03) Bu + Yn 
n— 0 
(107) 
‘ l 
r+oy = ri 
lim |/|Bn+ 20; % 
n-—> co 
und 
- J , l » 
TreOsyY\< - m= vs 
lim | |0? &n — 20,;B8n+ Yn 
n—> co 
gilt. 


Der Bereich (107) besteht aus dem Durchschnitt der beiden Parallel- 
streifen 


(108) Z+Oy|<r, r=Min(rn,7,) und |x7+o0,y| <7. 


Die Berandung des Durchschnittes der beiden Parallelstreifen (108) ist 
ein Parallelogramm, dessen Diagonalen sich im Punkte (0, 0) schneiden. 


Mathematische Annalen. 122. 9 
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SchlieBlich bleibt noch als letzte Méglichkeit der Fall, daB die charakteristi- 
sche Gleichung (37) eine dreifache Wurzel hat. Dann muB 0, = 0, = oe, = 0 
sein 


Aus (38) und (40) folgt 
(109) a, (2, y) = 2%, v, (2, y) = 2 w®—ly 


und wenn wir noch (42) heranziehen, kann (16) auf die Gestalt 


(110) U(z,y)=a,+a,27+f,4¥y+) (a, z*"+n 6, 2%-ly + (3) Y_, x2 *) 
n=2 Sn 


gebracht werden. 
Diese Reihe ist sicher konvergent in dem Parallelstreifen 


l l l \ 


(111) x <r x , ‘ — 


-- r — " _ quu==» _ =n 
lim | |a,| lim || Bp! lim |/\¥q_ 
n—> © n—+> w n> co 


( Eingegangen am 8. Juni 1949.) 


Math. Annalen, Bd, 122, S. 127—130 (1950). 


Die endlichen Gruppen ohne direkt unzerlegbare Untergruppen. 
Von 


L. Repet in Szeged (Ungarn). 


Eine endliche Gruppe'*) nenne ich kurz eine «-Gruppe, wenn keine Unter- 
gruppe sich in ein direktes Produkt zerlegen laBt. Die Untergruppen einer 
a-Gruppe sind wieder «-Gruppen. Alle Abelschen «-Gruppen sind offenbar 
die zyklischen p-Gruppen. Wir beweisen den folgenden: 


Satz. Alle endlichen nichtkommutativen «-Gruppen sind die durch die 
Elemente A, B bzw. A, B,C erzeugten Gruppen, unter denen die folgenden 
definierenden Gleichungen bestehen, wobei p,q verschiedene Primzahlen be- 
zeichnen: 


e j 
(1) A* =B'=1, BABI=A*, 
(1’) q\ip—1; ef2=1; p a? —1, pra S| 
bzw. 
, of -2 


(2) A” — BY =—1, c?= BY, CBCA=B4, BAB“ =A", CAC1=A* 


, o 
(2’) W\p—1; e=0, f=2; p*\a® bad. 


Beidemal ist es gleichgiiltig, was fiir ein besonderer Wert fiir a gewdhlt wird; 
es sind nimlich die entsprechenden Gruppen isomorph. Die Gruppenordnung 
ist p*¢’ bzw. pe 2! mm 

Bemerkungen. Im Fall e = 0 tritt an Stelle von (2), (2’) einfach 
(3) BY —1, C?=B’-') CBCA=B4, f22, 


und so erkennen wir, daB es sich jetzt um die sog. verallgemeinerte Quater- 
nionengruppe (von der Ordnung 2/+!) handelt, die wir kurz mit © bezeichnen 
(genauer Oy). Die Gruppen (1), (2) lassen sich voneinander so unterscheiden, 
daB sie eine Untergruppe © nicht enthalten bzw. enthalten. 

Beweis. Man sieht sofort ein, daB die Gruppen (1), (2) existieren und 
von der besagten Ordnung sind. 

Ersetzt man B in (1) durch B* (q + i), so kommt das wegen B' A B-* = 

A*@ darauf hinaus, daB a‘ fiir a eintritt. Da alle Lésungen a (diese kommen 
nur mod p* in Betracht) eben die a‘ sind, so ist hiermit die behauptete Iso- 
morphie fiir (1) nachgewiesen. Dasselbe zeigt man fiir (2) so, daB man B, C 
durch B‘, Ct (247%) ersetzt. 

Nunmehr bemerken wir zuniachst, daB alle Untergruppen einer «-Gruppe 
wieder «-Gruppen sind, wie das aus der Definition unmittelbar folgt. 

Wir beweisen die Teilbehauptung des Satzes, daB die 0 die einzigen 
nichtkommutativen «-p-Gruppen (d. h. gleichzeitig «- und p-Gruppen) sind. 
Da © nur ein Element zweiter Ordnung hat, nimlich C?, so muB dies in allen 


1) Bequemlichkeitshalber werden nur Gruppen (und Untergruppen) mit mindestens 
zwei Elementen zugelassen. 


9* 
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Untergruppen enthalten sein, woraus folgt, daB © eine «-Gruppe ist. Nehmen 
wir umgekehrt eine nichtkommutative «-p-Gruppe @ an. Die Gruppen von 
der Ordnung p* sind bekanntlich Abelsch, also sind die Untergruppen von & 
von der Ordnung p? (als «-Gruppen) sogar zyklisch. Eine nichtkommutative 
p-Gruppe mit lauter zyklischen Untergruppen von der Ordnung p? kann nur 
ein © sein®), und somit ist die Behauptung richtig. 

Betrachten wir nun eine beliebige endliche nichtkommutative «-Gruppe &, 
die keine p-Gruppe ist. Nach dem bewiesenen sind alle Sylowgruppen von & 
zyklisch, héchstens mit Ausnahme der 2-Sylowgruppe, die auch ein © sein 
kann. Entsprechend unterscheiden wir die folgenden zwei Fille 1, 2: 

Fall 1. Alle Sylowgruppen von @ sind zyklisch. Siamtliche endlichen 
Gruppen mit lauter zyklischen Sylowgruppen sind bekanntlich*) die {A, B}*) 
mit 
(4) 4°=F=1, BAB =A-, 

(5) (m,n (a—1))=1,m\a*"—1. 


Fiir & kann nur m, n > 1 in Betracht kommen, da sonst die Gruppe zyklisch 
ist. Ferner haben die zyklischen Untergruppen {A}, {B} die Ordnung m 
bzw. n, und so ist nur der Fall méglich, in dem m, n Primzahlpotenzen sind: 


(6) m=p, n=q (p+qie,f=1). 


Wir bezeichnen den Kommutator zweier Elemente X, Y allgemein mit 
(X, Y) = X Y X-! Y und berechnen nach (4): 


(7) (Ai, Bk) — Atla*—1) | 


, e—1 f—1 : : . , . 
Wenn A” “, BY ~ vertauschbar sind, so erzeugen sie eine zyklische Unter- 
gruppe von der Ordnung pq. Bei einer «-Gruppe ist das unmdglich, und so 
muB8 nach (7) (angewandt fiir i = p*-1, k = q/—}) 


pet pe-? (aa = 1) 
d. h 


(3) prav—*_] 


gelten. Die (4), (5), (6), (8) beweisen, daB @ notwendig eine durch (1), (1’) 
definierte Gruppe ist. 

Nehmen wir umgekehrt eine solche Gruppe & an, um zu zeigen, dab 
dann & eine «-Gruppe ist. Es geniigt zu zeigen, da fiir irgend zwei vertausch- 
bare Elemente X, Y (+1) von @ die Untergruppen {X}, {Y} ein gemein- 
sames Element (+ 1) enthalten, denn dann gilt dasselbe fiir irgend zwei 
vertauschbare Untergruppen, was die Mdéglichkeit ausschlieBt, daB eine 
Untergruppe sich in ein direktes Produkt zerlegen la8t. Wir setzen 


(9) X=A‘*Bi, Y=APB ((X, Y) =1;X, Y¥ +1). 


Eine Potenz (A* B“)® ist nach (1) offenbar von der Form A” BY*. Da man 
ferner X, Y durch je eine Potenz mit zu pq primen Exponenten ersetzen 
darf, so kann man erreichen, da j und / Teiler von q/ sind.: Wir diirfen des- 
halb von vornherein j, J | g/ und folglich (mit passender Reihenfolge der X, Y) 


2) ZassENHAUS: Lehrbuch der Gruppentheorie, Bd. 1, Satz 17, 8S. 113, 1937. 
3) ZasseNHAUS: Lehrbuch der Gruppentheorie, Bd. 1, Satz 11, 8. 139, 1937. 
*) .{ }* bezeichnet die durch die eingeklammerten Elemente erzeugte Gruppe. 
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auch j |] annehmen. Wieder nach voriger Bemerkung gilt dann Y = A’ X* 
mit geeigneten r,s. Wegen (X, Y) = 1 gilt (A’, X) = 1 und weiter nach 
(9) auch (A’, B/) = 1. Dies bedeutet nach (7) 


(10) p* |r (ai —1). 


Wegen (8) folgt hieraus, daB im Fall j | g/—! notwendig p* |r gilt, und dies 
bedeutet Y = X*; dann ist X ein gemeinsames Element von {X}, {Y}, und 
wir sind mit dem Beweis fertig. Im anderen Fall gilt 7 = q/, also wegen 
j l,l\q@ auchl =q/. Hiernach geht (9) in X = A‘, Y = A* iiber, woraus 
wieder folgt, daB {X}, {Y} als Untergruppen der zyklischen p-Gruppe {A} 
ein gemeinsames Element (+ 1) enthalten. Das beweist den Satz fiir den 
vorliegenden Fall 1. 

Fall 2. & enthalt © als 2-Sylowgruppe und die iibrigen p-Sylowgruppen 
sind zyklisch. Wir wollen zeigen, da8 & eine durch (2), (2’) definierte Gruppe 
ist. Es geniigt den Fall © + © zu betrachten. 

Zunichst zeigen wir, daB & einen Normalteiler § hat mit der Faktorgruppe 
%/ = © (,,=** bezeichnet die Isomorphie von Gruppen). Wir bezeichnen 
mit 8 den Zentralisator von C?, d. h. die Gruppe der mit C? vertauschbaren 
Elemente von &. Da C? das einzige Element zweiter Ordnung in © ist, so 
folgt O& ¢ 8. Gilt hier ,,c‘‘, so enthalt 8 ein Element X von ungerader 
Ordnung. Wegen (C?, X) = 1 ist dann {C*, X} eine Abelsche Untergruppe 
von , die keine p-Gruppe ist, und das ist falsch. Folglich gilt O = 8, 
d. h. (C?, X) + 1 fiir jedes Element X auBerhalb O. Fir ein solches X kann 
dann X Q X- kein Element (+1) mit { gemeinsam haben, denn sonst 
miuBte auch C? ein gemeinsames Element, also X C? X-1 = C® sein, was 
nach vorigem unmdglich ist. Wir haben also gefunden, daB © mit keiner 
Konjugierten X 2 X-! (X ¢ G,¢Q) ein gemeinsames Element (+ 1) hat. 
Nach dem Satz von FrosBeEntvs®) bilden also 1 und die Elemente auBerhalb 
aller X O& X- einen Normalteiler § von G mit G/H ~ 0. wie behauptet war. 

Die Untergruppe {, B} von @ ist eine nichtkommutative «-Gruppe 
mit lauter zyklischen Sylowgruppen, und es gilt nach dem schon bewiesenen 
Teil des Satzes (Fall 1), daB sie eine Ordnung p* 2! (selbst § die Ordnung p*) 
hat (p Primzahl, e > 1); auBerdem mub § = {A} mit 


(ll) A®=1, BAB1=A%, 2\p—1, ptja%-1, pta%—'-1 
gelten. Die Betrachtung von {§, C} ergibt ahnlich (da C von der Ordnung 4 
ist) 

(12) CACiA=A®, ptia*—1, pta’*—l. 

Aus (11), (12) folgt 


(13) p° av~1 41, a’? +1, 
somit auch 
(14) a’=+a%~2 (mod p*). 


Ersetzt man C durch C-, so geht a’ in —a’ iiber, und so darf in (14) das 
Zeichen ,,-+-“‘ angenommen werden. Nach diesem sind fir & (= {§, B, C})= 
= {A, B, C} alle Bedingungen (2), (2’) erfillt. 


5) SperseR: Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 3. Aufl., 8. 202, Satz 180, 
1937. 
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Wir haben nur noch zu zeigen, daB umgekehrt jede durch (2), (2’) de- 
finierte Gruppe & eine «-Gruppe ist. Dabei dirfen wir uns auf den Fall 
©, c G@(e > 1) beschrinken. Wieder verfahren wir so, daB wir iiber ein 
beliebiges vertauschbares Elementenpaar X, Y (+ 1) von & das Vorhanden- 
sein eines gemeinsamen Elementes (+ 1) in {X}, {Y} nachweisen. Es ge- 
niigt, wenn wir das fiir ein passendes Paar X’, Y* statt X, Y tun, und somit 
darf von vornherein angenommen werden, daf8 die Ordnungen von X, Y 
nicht durch 4 teilbar sind. Dann sind diese Elemente in der Untergruppe 
U = {A, C*} von @ enthalten. Da aber nach (2) und (2’) 

AY =1, (C=); C?AC*=A- 
ist, so sehen wir, daB U (wegen der Annahme ¢ = 1) eine der durch (1), (1’) 
definierten Gruppen ist (Fall q¢ 2,f = 1,4 = — 1 von(l), (1’)). Nach dem 
oben erledigten Fall 1 ist U eine «-Gruppe, und so miissen die (vertauschbaren) 
Untergruppen {X}.{¥} von U ein gemeinsames Element (+1) haben. 
Der Satz ist damit bewiesen. 


(Eingegangen am 22. Dezember 1948.) 


Math. Annalen, Bd. 122, S. 131—143 (1950). 


Ober Schnittzahlen in Komplexen mit Automorphismen. 
Von 
E. Burcer in Frankfurt (Main). 


REIDEMEISTER') hat fiir die Ketten der universellen Uberlagerung einer 
Mannigfaltigkeit modifizierte Schnitte und Schnittzahlen eingefiihrt, die ein 
einfaches Verhalten bei den Decktransformationen zeigen und sich insbeson- 
dere bei gewissen homomorphen Abbildungen des Koeffizientenbereichs, die 
aus algebraischen Griinden angebracht sind, einfach iibertragen lassen. 

In der vorliegenden Arbeit soll untersucht werden, wie sich diese Begriffe 
in die Theorie des Cupproduktes von Kohomologiegruppen einordnen lassen. 
Dabei wird der topologische Standpunkt insofern verallgemeinert, als anstelle 
der reguliren Uberlagerungen einer Mannigfaltigkeit ein beliebiger Komplex 
mit Automorphismen (vgl. hierzu [4]) tritt. Fir in gewisser Weise ,,ge- 
schlossene“* Komplexe lassen sich aus den Schnitten fiir komplementire Di- 
mensionen Schnittzahlen erklaren. Diese Schnittzahlen verkniipfen die Betti- 
moduln Hj” und Hj"~® (fiir die Bezeichnungen vgl. § 1) zu einem Gruppen- 
paar. Der algebraische Begriff dieser Gruppenpaare wird in § 2 untersucht. 
In §3 wird die topologische Invarianz der eingefiihrten Begriffe bewiesen. 

Topologische Anwendungen dieser Schnittzahlen sollen in einer weiteren 
Arbeit untersucht werden. 


§ 1. o-Produkt und Schnittzahlen. 


Sei K ein n-dimensionaler (endlicher oder unendlicher) Simplizialkomplex, 
der eine Gruppe & von simplizialen Selbstabbildungen gestattet. Aus den 
Gruppeneigenschaften folgt dann sofort, daB jede Abbildung g ¢ © umkehrbar 
ist, also eine simpliziale Eckenpermutation bewirkt. Dann erfahren auch fiir 
jede Dimension p > 0 die p-dimensionalen orientierten Simplexe c? von K 
eine Permutation. 

Besonders interessant ist der Fall, daB K regulire Uberlagerung eines 
Grundkomplexes K, ist und & die zugehérige Deckbewegungsgruppe bedeutet. 
Die folgenden Untersuchungen sind jedoch nicht auf diesen Fall beschrankt. 
Insbesondere brauchen die Abbildungen g ¢ & nicht fixpunktfrei zu sein. 

g ist (als simpliziale Abbildung) randtreu, d.h. g@c? =@gc?. Dabei 
bezeichnet @c? den Rand des orientierten Simplexes c?. Daher kann man 
die Elemente g <@ auch als Operatoren fiir die (ganzzahligen) Homologie- 
gruppen H,(K) von K auffassen. Ist ¥ der ganzzahlige Gruppenring von G, 
so sind also die Homologiegruppen H, (K) %-Moduln?). Erklart man fiir die 
(ganzzahligen) Koketten f (c”) von K die Operatoren g durch 


(1) (gf) (ce?) =f (g-* ©), 
1) Vgl. [3] des Literaturverzeichnisses. Eingehendere Untersuchung dieser Schnitt- 


zahlen in [2]. 
2) ¥-Modul = Abelsche Gruppe mit dem Operatorenbereich %. 
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so sind diese Operatoren korandtreu, d. h. g 6 f? = dgf?, wobei 6f? den Ko- 
rand der Kokette f? bezeichnet. Sie lassen sich also auf die (ganzzahligen)’ 
Kohomologiegruppen H?(K) von K iibertragen, die dadurch ebenfalls zu 
X-Moduln werden. 

Fiir die p- und q-dimensionalen Koketten /?, /? ist ein Cupprodukt f? — f# 
erklirt. Es ist ein Element aus der (p + qg)-dimensionalen (ganzzahligen) 
Kokettengruppe C?+4(K). Zu seiner Definition ist eine feste Eckenordnung 
(im Kleinen) in K zugrundezulegen, d.h. in jedem Simplex c?| ist fir die 
Ecken eine feste lineare Ordnung vorgeschrieben, und im Durchschnitt zweier 
Simplexe stimmen die von beiden Simplexen induzierten Ordnungen iiber- 
ein. Wird diese Eckenordnung durch g ¢ & nicht zerstért, so gilt natiirlich 
gf? Ugft =g9 (f? Uff). Allerdings zeigen einfachste Gegenbeispiele, daB es keines- 
wegs immer eine solche g-treue Eckenordnung in K gibt, z. B. sicher dann nicht, 
wenn durch eine Abbildung g die Ecken eines Simplexes in irgendeinem Zyklus 
vertauscht werden. In jedem Fall jedoch besitzt die baryzentrische Unter- 
teilung K, von K eine solche Eckenordnung. Dehnt man namlich die Defi- 
nition der simplizialen Abbildung g dadurch auf K, aus, daB fiir den Schwer- 
punkt & von c? als g-Bild der Schwerpunkt von gc? festgesetzt wird, so ist 
diese erweiterte Abbildung natiirlich simplizial, und man sieht sofort, daB die 
natiirliche Eckenordnung in K, durch g nicht zerstért wird. Die natiirliche 
Eckenordnung der baryzentrischen Unterteilung K, ist jene, bei der in jedem 
Simplex von K, der Schwerpunkt eines héherdimensionalen Simplexes von K 
dem eines niederdimensionaleren vorangeht. Wir wollen immer voraussetzen, 
daB K eine g-treue Eckenordnung besitzt. Aus der Unterteilungsinvarianz 
wird dann spater folgen, daB die Ergebnisse, die sich nur auf die Kohomologie- 
klassen beziehen, von dieser Voraussetzung unabhangig sind. 

Um das Verhalten der Produkte zu untersuchen, wenn nur ein Faktor 
der Abbildung unterworfen wird, liegt es nahe, gleichzeitig die Produkte 
f? U gff fiir alle g €@ ims Auge zu fassen. Dieser Gedanke liegt den von 
REIDEMEISTER in [3] eingefiihrten Produkten zugrunde. Zu seiner Definition 
benétigen wir die Koketten F (c?) von K mit Funktionswerten aus %,. %, be- 
stehe dabei aus den ganzzahligen endlichen und unendlichen Linearkombina- 
tionen von Elementen aus & mit der tiblichen Addition und vorderen und 
hinteren Multiplikation mit Elementen aus X. %, ist bei diesen Festsetzungen, 
wie man leicht bestatigt, ein X-Doppelmodul. Wir definieren nun das o-Pro- 
dukt der Koketten f?, f{ durch 


@) Fete (ett) =o (fe, ft) =X Rg) (P**) “9g, 
gcG 


wobei die Summe iiber alle Gruppenelemente g ¢@ liuft. Das o-Produkt 
verhalt sich natiirlich in beiden Faktoren distributiv. 

Fiir die Gruppe C? (K, X,) der Koketten F? definieren wir nun eine vor- 
dere und hintere Multiplikation mit den Operatoren x¢ X durch die Fest- 
setzungen 


(3) (gF) (c?) =g-F (g-'c?); (Fg) (c?) =F (c*)-g 
und die Forderung der Distributivitat. Man bestatigt leicht, daB C? (K, X,) 


hierdurch zu einem X-Doppelmodul wird. Natiirlich kénnte man auch an- 
stelle des vorderen und hinteren Operatorenbereichs & das direkte Produkt 
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von & mit einer invers-isomorphen Gruppe als einseitigen Operatorenbereich 
einfiihren. Weiter rechnet man sofort nach, daB fiir alle x ¢ % 


(4) a (xf?, ff) = 2° o (f?, #4); a (f?, eft) = a (f?, ft)-% 


ist. Dabei bedeutet der Ubergang x + % den Antiisomorphismus des Ringes %, 
der durch g > g~! fir alle g €G gegeben wird. 
Ebenso leicht berechnet man fiir die o-Produkte die Korandformel 


(5) 6a (f?, ff) = 0 (6 f?, f2) + o (f?, 6 ff), 


so daB man das o-Produkt reprisentantenweise auf die Kohomologieklassen 
(7? ], [f4] aus H? (K) baw. H* (K) iibertragen kann. Es ist dann o ((f?], [f¢}) 
eine Kohomologieklasse aus H? +4 (K, X,)._ Die vorderen und hinteren Ope- 
ratoren x fiir die Koketten F? sind korandtreu und kénnen daher element- 
weise auf die Kohomologieklassen, d.h. auf die Elemente von H? (K, %,) 
iibertragen werden. Dann bleiben die Operatorregeln (4) auch fiir das o-Pro- 
dukt o ({f?], [f{]) der Kohomologieklassen [f?], [f%] giiltig. 

Ferner ist dieses Klassenprodukt nicht mehr von der gewihlten Ecken- 
ordnung abhangig; denn fiir zwei Kozyklen f? und f% unterscheiden sich die 
Cupprodukte, die mittels verschiedener Eckenordnungen gebildet sind, nur 
um einen Korand. Sei also die Differenz der Cupprodukte von f? und g; ff, 
die mittels zweier verschiedener Eckenordnungen gebildet sind, gleich 6 f{?*+¢—'. 
Dann ist die Differenz der entsprechenden o-Produkte von /? und f% gleich 
6F?+¢-1, wobei F?*+¢—?! erklart ist durch 


(6) BP +#-1) = Ff, (P*#-1) - gi. 

t 
Also ist die Kohomologieklasse des o-Produktes von f? und ff eindeutig be- 
stimmt durch die Klassen von f? und ff. 

Sei K n-dimensional. Wir wollen fiir die Koketten /?, /{ im Falle p + ¢ = 
Schnittzahlen einfiihren, und zwar als Koeffizientensumme KS der Kokette 
a (f?, f4); dabei ist KS (F") = JF" (c"), wobei die Summe iiber alle n-dimen- 
sionalen Simplexe von K lauft. Hierzu mu8 zunichst die Kokette o (f?, /2) 
endlich sein, d. h. nur auf endlich vielen Simplexen ungleich Null. Man sieht 
leicht, daB dazu geniigt, daB die Koketten f/ selbst endlich sind; denn wenn f, 
nur auf endlich vielen Simplexen ungleich Null ist, so sind auch die Cup- 
produkte f, gf, fiir alle g «G insgesamt héchstens auf denjenigen (p + q)- 
dimensionalen Simplexen ungleich Null, die eines der p-dimensionalen Sim- 
plexe, auf denen f, + 0 ist, als Seite haben. Das sind aber héchstens endlich 
viele, da K star finite ist*). 

Aus demselben Grunde ist auch die Beschriankung auf endliche Koketten 
in K méglich; denn dann ist der Korand einer endlichen Kokette selbst wieder 
endlich. 

AuBerdem wollen wir uns, um die algebraische Behandlung zu verein- 
fachen, auf den Fall beschranken, da8 die Funktionswerte von a (/,, f,) zu X 
gehéren. Hierzu ist notwendig und hinreichend, daf fiir die benutzten Ko- 
ketten f fiir jedes Simplex ¢ stets nur fiir endlich viele g ¢ G f (gc) + 0 ist. 
Da wir uns schon auf endliche Koketten beschrinkt haben, geniigt es zu 
fordern, daB jedes Simplex ¢ nur durch endlich viele g ¢ & auf sich abgebildet 
wird. 


3) D. h. mit jeder Zelle inzidieren héchstens endlich viele Zellen héherer Dimension. 
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Zwei endliche Kozyklen hei®en kohomolog wenn sie sich nur um den 
Korand einer endlichen Kokette unterscheiden. Auch auf diese (engeren) 
Kohomologieklassen lassen sich die o-Produkte iibertragen; denn fiir endliche 
f?, {4 ist auch in der Korandformel (5) o (f?, {%) endlich mit Koeffizienten aus %. 
Das Klassenprodukt ist also ein Element aus der (p + q)-dimensionalen Ko- 
homologiegruppe endlicher Kozyklen mit Koeffizienten aus X. SchlieBlich 
sind auch diese Klassenprodukte von der Eckenordnung unabhingig. Eine 
genaue Analyse der iiblichen Invarianzbeweise, z. B. des FREUDENTHALschen, 
zeigt nimlich, daB fiir endliche Kozyklen f/? und ff die Differenz der Cup- 
produkte von /? und g; /{, die mittels zweier verschiedener Eckenordnungen 
gebildet sind, Koriander 6 f{?+4¢—+ endlicher Koketten {?+¢—! sind, die insge- 
samt, d. h. fiir alle g €« G nur auf endlich vielen Simplexen ungleich Null sind 
und fiir die auf jedem Simplex c?*+¢~' hdéchstens endlich viele f?+4¢—1 +0 
sind. Dann ist die Differenz der entsprechenden o-Produkte von /? und f# 
gleich dem Korand 6 F?+¢—! der wie in (6) erklarten Kokette F?+4—1, und 
diese ist jetzt endlich mit Koeffizienten in X. 

Unter den obigen Voraussetzungen ist also die Schnittzahl 
(7) S (ff, {2—”) = KS o (ff, f2-”) 
eine Zahl aus dem Gruppenring X*). Zuniachst hangt sie aber noch ab von 
der Wahl der- Orientierungen der Simplexe |c"|. Au®erdem ist weder ihr Ver- 
halten bei den Abbildungen g noch beim Ubergang zu den Kohomologie- 
klassen zu iibersehen. Damit zunichst der Ubergang zu den Kohomologie- 
klassen méglich ist, ist notwendig und hinreichend, daB die KS fiir jeden 
Korand einer endlichen (n— 1)-dimensionalen ganzzahligen Kokette ver- 
schwindet. Das kommt darauf hinaus, daB es eine Orientierung c” der n-di- 
mensionalen Simplexe |c"| derart gibt, daB @ 2c" = 0 ist, wobei die Summe 
iiber alle n-dimensionalen Simplexe von K lauft, und die K 8 beziiglich dieser 
Orientierung gebildet werden. Fordert man auBerdem noch, daB diese Orien- 
tierung durch die Abbildungen g €G nicht zerstért wird, d.h. g Yc* = Fc", 
so ist, wie wir gleich sehen werden, auch das Verhalten der Schnittzahlen 
bei den Abbildungen g klar. SchlieBlich fordern wir noch, daB es — bis auf 
Umorientierung aller c* — nur eine Orientierung mit den beiden Eigenschaften 
éXLc* =0 und g Lc* = Lc" gibt. Werden die KS dann immer beziiglich 
dieser Orientierung gebildet, so sind die Schnittzahlen bis auf gemeinsame 
Vorzeichenanderung eindeutig bestimmt. Der Komplex K soll in Zukunft 
immer diese zur Definition der Schnittzahlen nétigen Eigenschaften besitzen. 
Fiir den Fall der reguliren Uberlagerung K eines Grundkomplexes K, geniigt 
es z. B., wenn K, einfach-geschlossen®), also erst recht, wenn K, eine geschlossene 
orientierbare Pseudomannigfaltigkeit ist. K braucht dabei natiirlich selbst 
nicht einfach-geschlossen oder Pseudomannigfaltigkeit zu sein. Es kann nim- 
lich beim Ubergang von K, zu K die Irreduzibilitat der Geschlossenheit bzw. 
der regulare Zusammenhang verloren gehen. 


Aus den Operatorregeln (4) folgt fiir die Schnittzahlen wegen g Zc" = 
= Lc" sofort 
(8) S (xf?, f2—-?) = 28 (2, 42-7); Sf. ef?) = 8 (ff, fB-*) z. 


4) KS ist ein spezieller Fall des Skalarproduktes (Kroneckerindex) von Kokette 
und Kette, namlich der endlichen Kokette F" und der unendlichen Kette £ ce", 
5) {1}, VII §1. 
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Fiir die Kohomologieklassen und daher auch fiir die Kozyklen sind die Schnitt- 
zahlen unabhangig von der benutzten Eckenordnung. Das folgt sofort aus 
dem entsprechenden obigen Ergebnis fiir die o-Produkte. Zur Berechnung 
der Schnittzahl S (f,, f,) zweier Kozyklen /, und f, darf man daher auch die 
inverse Eckenordnung zu der bei der Berechnung von S (},, f,) benutzten 
verwenden. Dann folgt 


S (fe, fy) = 4 = (fe gf) (")g = Zz yy (g-! fe J fy) (g~* e") +g 
a” @ 


oe" - @ 
(— 1°@—”) SD (hug * fe) g- te") g =(— 19% —” DD (hug he) (")g=? 
ong og 
also fiir irgendzwei Kozyklen f?, {"—? 
(9) S ({2—?, #2?) = (— 19 -») 8 (f?, f2-*). 


Um die X-Moduln einer algebraischen Behandlung zuginglich zu machen, 
bilden wir den Gruppenring X homomorph auf die Hauptordnung %* eines 
algebraischen Zahlkérpers ab. Und zwar sei dieser Homomorphismus noch 
so beschaffen, daB dabei der Antiisomorphismus x > % des Ringes & iiber- 
tragen werden kann, d. h. wir wollen definieren z* = %*. Damit diese Fest- 
setzung eindeutig ist, mu8 aus z* = 0 immer auch Z* = 0 folgen. Bezeichnet 
also das Ideal n aus X den Kern des Homomorphismus z > z*, so muB fic n, 
also ii =n sein. Dann liefert x* + Z* einen Automorphismus von %* von 
der Ordnung 2. Es gibt immer Homomorphismen dieser Art, z. B. kann man 
alle g €@ in geeignete Einheitswurzeln iibergehen lassen. Dann ist z* kon- 
jugiert-komplex zu 2z*. 

Wir reduzieren ebenfalls die Gruppe C? (K) der (endlichen) p-dimensio- 
nalen Koketten, die ja ein X-Modul ist, indem wir als Kern den Untermodul NV? 
nehmen, der von den Koketten xf? mit x ¢€n erzeugt wird. Auf diese Weise 
wird aus C? (K) ein ¥*-Modul C?* (K), dessen Elemente mit {* bezeichnet 
werden und dessen Operatoren x* durch x* /* = (xf)* erklairt sind. Als 
Korand verwenden wir 6 /* = (6 f)*. Man sieht leicht, daB diese Definition 
eindeutig, der Korand operatortreu und 6 6 f/* = 0 ist. Mittels dieses Koran- 
des bilden wir dann Kohomologiegruppen H*? (K), die ebenfalls ¥*-Moduln 
sind. (H*? ist nicht mit dem homomorphen Bild von H? identisch.) 

Besitzt K einen endlichen Fundamentalbereich beziiglich der Gruppe G, 
so sind die Gruppen C? (K) endlich iiber X, d. h. sie haben ein endliches Er- 
zeugendensystem beziiglich X. Ebenso sind dann auch ihre homomorphen 
Bilder C?* (K) endlich iiber X*. Jede Untergruppe von C?* (K) ist dann 
ebenfalls endlich iiber X*, denn C?* (K) ist homomorphes Bild eines Linear- 
formenmoduls iiber %*, eine Untergruppe von C?* (K) ist also homomorphes 
Bild einer Untergruppe eines Linearformenmoduls. Eine solche ist aber wieder 
endlich iiber ¥* nach [5] I, 8.343. Also ist die Kozyklengruppe Z*” (K) und 
daher auch als homomorphes Bild die Kohomologiegruppe H*? (K) endlich 
iiber %*. 

Ein iiber ¥* endlicher %*-Modul*®) ist nach [5] II, S. 328 direkte Summe 
eines Linearformenmoduls iiber X* mit einem endlichen #*-Modul, der also 

6) Srerirz gebraucht in [5] das Wort Modul nur fiir Linearformenmoduln iiber 
%*. Wir schlieBen uns der jetzt tiblich gewordenen Bezeichnung an: %*-Modul = Ope- 
raturgruppe iiber %*. 
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nur endlich viele Elemente besitzt. Letzterer ist absolut eindeutig, ersterer 
bis auf Isomorphismen eindeutig bestimmt. Die entsprechenden direkten 
Summanden von H*? (K) nennen wir Hj? (Bettimodul) und 7” (Torsions- 
modul). Die Elemente /* aus den Klassen von 7’? nennen wir auch Divisions- 
korinder (der Uberdeckung von K mit X*), die Klassen aus Hj? Kohomologie- 
klassen mit Division (der Uberdeckung von K mit %*). 

Weiter kann man auch fiir die Elemente /?*, {{* mit p + ¢ = n Schnitt- 
zahlen aus * erklaren durch S (f?*, /4*) = S (f?, f4)*. Aus (8) folgt die Ein- 
deutigkeit dieser Definition. Sie lassen sich ebenfalls auf die Kohomologie- 
klassen, also die Elemente von H*? iibertragen; denn es folgt aus der Korand- 
regel (5), daB fiir einen Korand 6 f*?-! und einen Kozyklus f}"~? die Schnitt- 
zahl verschwindet. Die Klassenschnittzahlen und damit auch die Schnitt- 
zahlen von Kozyklen sind ebenfails von der Eckenordnung unabhangig. Das 
folgt zwar nicht unmittelbar aus dem entsprechenden Ergebnis fir S ([f,], [f2]); 
aber es laBt sich z. B. der FreupENnTHALsche Invarianzbeweis leicht auf 
diesen Fall ausdehnen. Sei nimlich uw die Unterteilungsabbildung von K in 
die baryzentrische Unterteilung K,. Sie ist von der Eckenordnung in K 
unabhingig. Sei s die (von der Eckehordnung von K abhiangige) simpli- 
ziale Abbildung von K, in K, die jeden Eckpunkt von K, in den ersten Eck- 
punkt seines K-Trigers verschiebt. s ist g-treu. Ferner folgt, daB die duale 
Abbildung s’ der Koketten von K in die Koketten von K, einen Isomorphismus 
der Gruppen H*? (K) auf H*? (K,) vermittelt, der von der Eckenordnung 
in K unabhingig ist, da er zu dem von der dualen Abbildung uw’ vermittelten 
invers ist. SchlieBlich gilt S (f,, f.) = S (s’ f,, 8’ f,) fiir beliebige f?, /*—” aus K. 
(Vgl. hierzu auch §3.) Das geniigt, um den Invarianzbheweis zu tibertragen. 

Damit folgt auch fiir Kozyklen die Vertauschungsregel 


(10) S (ft, f*) = (— 19? -» 8 (f*, fF). 
Die Operatorregel (8) iibertraigt sich in 
(11) S (x* ff, y* ff) a* 8 (f*, f*) y*. 


Die Schnittzahlen lassen sich offenbar sogar fiir die Kohomologieklassen mit 
Division der Dimension p und n — p erklaren. 

Fiir die Divisionskorinder der Dimensionen p und n — p +- 1 kann man 
in der tiblichen Weise Verschlingungszahlen einfiihren. Sei x* /?* = 6 F*. 
so setzen wir fiir irgendeinen Divisionskorand {"~?*+1* 


|. 8 (F*, ft). 


(12) V (fe*, fu-P tie) — 
Diese Definition ist unabhaingig von der speziellen Auswahl von 2* und F*. 
Die Verschlingungszahlen verhalten sich additiv und geniigen denselben 
Operatorregeln wie die Schnittzahlen. Ist entweder ff oder f* Korand, so 
ist die Verschlingungszahl eine ganze algebraische Zahl. Also lassen sich die 
Verschlingungszahlen auf die Kohomologieklassen, d.h. die Elemente von 
T? und 7"~?”+! iibertragen, indem man sie mod ganz-algebraische Zahlen 
reduziert. 

Fiir den Fall der reguliren Uberlagerung einer Mannigfaltigkeit hangen 
die hier eingefiihrten Schnittzahlen mit den bereits friiher in [2] benutzten 
in einfacher Weise zusammen. Bezeichnen wir mit D den Ubergang von der 


Uberlagerungsmannigfaltigkeit M zu der dual zerlegten M. Durch D werden 
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also die endlichen p-dimensionalen Koketten von M in (endliche) n — p-dimen- 
sionale Ketten von M iibergefiihrt. Bezeichne ferner % die Unterteilungs- 
abbildung von M in die gemeinsame baryzentrische Unterteilung M, von M 
und M, s die simpliziale Abbildung von M, in M, die jeden Eckpunkt eines 
Simplexes von MM, in den ersten Eckpunkt seines M-Trigers verschiebt, 
dann fithrt D = s % D eine endliche p-dimensionale Kokette von M in eine 
(n — p)-dimensionale Kette von M iiber. D und D sind beide g-treu. Dann 
wird der Zusammenhang zwischen dem Cupprodukt ond den gewoéhnlichen 
Durchschnitten in M bekanntlich gegeben durch 


(13) D (fev ft)= 8 (Df? o Djs) 
fiir irgendz wei Koketten f?, {/{ von M, wobei der Durchschnitt mit o bezeichnet 
wird. 

Es folgt sofort fir p+q—=n 


KS (fp? ft) =KSD(fP v ff) =K S(Df? o Dft) = 8 (Df, Df). 


Dabei bedeutet S (D},, Df.) die gewéhnliche ganzzahlige Schnittzahl der 

Ketten Df, und Df, von M baw. M. Damit folgt 

(14) S(fpfd= LL (hugh) (")-9=L KS(hugt)-g=L S(Dhyg Df.) -9- 
on” @ g vy 

Man sieht leicht, daB der letzte Ausdruck nichts anderes ist als die in [2] 

mittels des r-Prozesses erklirte Schnittzahl von Df, und Df,. 

Bedenkt man nun, daB D einen Isomorphismus zwischen H*? (M) und 
Hes—s (M)?), D einen solchen zwischen H*"~? (M) und Hy» (M)’*) vermittelt, 
so folgen aus den Ergebnissen von [2] §3 und § 5 sofort die Satze fiir regu- 
lire Uberlagerungen von Mannigfaltigkeiten: 

1. Jeder p-dimensionale Kozyklus f*”, der mit allen (n — p)-dimensionalen 
Kozyklen /*"~—? die Schnittzahl Null hat, ist Divisionskorand. 

2. Seien ff? und f?"~-” Kozyklen, deren Kohomologieklassen mit Division 
ein Erzeugendensystem von H*? bzw. H*"~—? bilden, so sind die Elementar- 
teiler der Schnittmatrix (S (f7?, ff"—”)) alle gleich 1. 

3. Jeder p-dimensionale Divisionskorand, der mit allen (n— p + 1)- 
dimensionalen Divisionskoréndern Verschlingungszahlen = 0 mod ganz- 
algebraische Zahlen hat, ist Korand. 

Natiirlich kann man diese Satze auch ohne explizite Benutzung der Schnitt- 
zahlen aus [2] herleiten. Zu diesem Zweck berechnet man am besten die 
Schnittzahlen direkt in der baryzentrischen Unterteilung M, von M. Durch- 
laufe cf die p-dimensionalen Simplexe eines Fundamentalbereiches von M 
und @;"~” die entsprechenden Dualzellen von M. Es seien ff bzw. {7 ~” die- 
jenigen Koketten von M bzw. M, die genau auf c? bzw. ¢; ” den Wert 1 und 
sonst iiberall den Wert Null haben. Es sei s’ die zur Abbildung s von M, in 
M duale Kokettenabbildung. Auch fiir den Zellenkomplex M gibt es eine 
randtreue Abbildung 3 von M, in M, die mit der Unterteilungsabbildung a 
in denselben Beziehungen steht wie s mit u (vgl. [6], Theorem 13). @ ist g- 
treu. Die zugehérige duale Abbildung sei 3’. Dann berechnet sich die Schnitt- 


7) Die Gruppen H,» bedeuten die analog zu den Kohomologiegruppen H*? gebil- 
deten Homologiegruppen. 
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. ’ ~, sn— + : ‘ ’ ~;, 
matrix von s’ ff und 3’ f;~” zur Einheitsmatrix. Beachtet man, daB s’ und 3 
Isomorphismen zwischen den Kohomologiegruppen H* (1) bzw. H* (M) und 
H* (M,) induzieren, so kann man direkt mit dieser Schnittmatrix analog zu 
dem Beweisverfahren von [2] § 3 schlieBen und die obigen Satze beweisen. 


§ 2. Gruppenpaare. 

Sei jetzt X die Hauptordnung eines endlichen algebraischen Zahlk6rpers. 
Zwei X-Moduln MM, und Mt, heiBen ein Gruppenpaar, wenn zwischen den 
Elementen m, € 2, und m, ¢ M, ein bilineares Produkt m,-m, ¢ X definiert 
ist mit der Eigenschaft (x, m,) - (x, m,) = 2, (m,~* m,) Z. Es kann in Mt, (und 
ebenso in M,) Elemente geben, die mit jedem m, ¢ M, (bzw. m,¢ Wt,) das 
Produkt Null haben. Sie bilden einen Untermodul ®, ¢ Mt, (bzw. NR, Cc Me). 
Die Restklassenmoduln I,/N, und M,/N, bilden dann mit demselben Produkt 
ein Gruppenpaar mit der Eigenschaft: Zu jedem m, ¢ Mt, gibt es ein m, ¢ Mt, 
mit m,-m,+0 und ebenso zu jedem m,¢ WM, ein m, ¢€ Mt, mit derselben 
Eigenschaft. Ein solches Paar nennen wir dual. 

Dann ist der wesentliche Inhalt von §1 der 


Satz 1. Sei K ein Komplex mit Automorphismengruppe & und seien die 
Bedingungen fiir die Definition der Schnitizahlen erfiillt. Dann bilden die 
Gruppen H*? (K) und H**~? (K) mit der Schnittzahl S (f?*, {.—”*) als Produkt 
ein Gruppenpaar. Fiir regulére Uberlagerungen von Mannigfaltigkeiten ist das 
Gruppenpaar ein duales Paar. 

Zwei duale Gruppenpaare {I,, Mt,} und {Mti, Mts} heiBen produkttreu 
isomorph, wenn es einen Isomorphismus von Jt, auf Yt; und von M, auf Yee 
derart gibt, daB entsprechende Elementepaare m,, m, und m‘,, m’, gleiche Pro- 
dukte haben. Wir wollen uns auf Gruppen mit endlichem E zeugendensystem 
iiber X beschrinken. Dann lat sich fiir diesen Isomorphiebegriff leicht ein 
volles Invariantensystem angeben. Zunichst sieht man sofort, daB in jedem 
dualen Gruppenpaar sowohl alle Elemente vom Yt, als auch alle Elemente von 
M, die Ordnung Null haben. Es handelt sich also nach [5] II, S. 328 um 
Linearformenmoduln. Ihre Invarianten sind nach [5] II, S. 336 Rang und 
Klasse. Sei weiter S die Schnittmatrix eines Erzeugendensystems von NM, 
mit einem Erzeugendensystem von It,. Der Ubergang zu anderen Erzeugenden- 
systemen von Mt, und M, liefert eine neue Schnittmatrix S,, die mit der alten 
gemaB 

ASB=G,;; 4%6,3,=¢ 
zusammenhiangt, wo A, B, U,,B, Matrizen mit Elementen aus X sind. © und 
S, sind also wechselseitig teilbar. Auf Grund der Dualitaét von Yt, und M, 
beweist man ferner, daB auch umgekehrt jede mit S wechselseitig teilbare 
Matrix S, als Schnittmatrix geeigneter Erzeugendensysteme von 9, und WM, 
auftritt. Fiir die wechselseitige Teilbarkeit zweier Matrizen aus X ist nach 
[5] I, S. 352 die Ubereinstimmung der Elementarteiler und der (Zeilen- und 
Kolonnen)-Klassen notwendig und hinreichend. Ferner sieht man, da die 
Zeilen von © einen mit Mt, isomorphen X-Modul erzeugen und ebenso die 
Spalten von S einen zu WM, konjugiert-isomorphen Modul. Das soll heiBen, 
daB bei diesem Isomorphismus die Operatoren x und % einander entsprechen. 
Daher ist der Rang von 9, gleich dem von © und die Klasse von Wt, gleich 
der Spaltenklasse von © und ebenso der Rang von I, gleich dem von S und 
die Klasse von WM, gleich der zur Zeilenklasse von © konjugierten Klasse. 
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Es folgt der 


Satz 2. Zu vorgegebenen Elementarteilern und Klassen der Schnittmatrix 
gibt es ein und bis auf produkttreuen Isomorphismus nur ein duales Gruppenpaar 
mit dieser Schnitimatrix. Umgekehrt bestimmt ein solches Gruppenpaar Elemen- 
tarteiler und Klassen der Schnitimatrix eindeutig. 

Uber den Zusammenhang der Strukturen von M, und M, gilt: Beide haben 
gleichen Rang, und fiir ihre Klassen gilt 

K1(M,) - KT (M,) = Kl (d,), 
wo d, der héchste Determinantenteiler + 0 der Schnittmatrix ist. 

Fiir den Fall der reguliren Uberlagerung einer Mannigfaltigkeit ist auBer- 
dem der Rang der Schnittmatrix gleich dem der Kohomologiegruppe H*? (K) 
und die Elementarteiler der Schnittmatrix alle gleich 1. Daher bestimmen sich 
in diesem Fall die Invarianten von H*”? und H*"~—? gegenseitig eindeutig. Das 
ist das Analogon zum PontTRJAGINschen bzw. PorncaREschen Dualititssatz 
(vgl. hierzu [2] §§ 3, 4). 

Ist wieder r der Rang der Matrix S und damit der von IN, und Wt,, so kann 
man sich nach [5] I, S. 345 auf solche Erzeugendensysteme von Yt, und Wi, 
beschranken, die aus r +1 Elementen bestehen. Der Ubergang zwischen 
solehen Erzeugendensystemen kann dann immer durch unimodulare Matrizen 
bewirkt werden ([{5] II, S. 340). 

Im Falle der Kohomologiegruppen mit Schnittprodukt werden fiir ge- 
wisse Dimensionen die %-Moduln YW, und Wi, identisch. Bezieht man dann 
immer Zeilen und Spalten der Schnittmatrix auf dasselbe Erzeugendensystem 
aus r +1 Elementen, so wird © quadratisch und hermitesch oder schief- 
hermitesch und das Isomorphieproblem identisch mit dem Aquivalenzproblem 
hermitescher Formen in r + 1 Variablen vom Range r bei Transformation 
durch unimodulare Substitutionen in %. 


§ 3. Invarianz. 

Sei $ ein lokal-endliches Polyeder mit einer Gruppe & topologischer Selbst- 
abbildungen. 8 besitze eine gegeniiber & invariante Simplizialzerlegung K,. 
Die Kohomologiegruppen H*? (und ebenso auch die Homologiegruppen H,>») 
sind dann nicht véllig unabhangig von der zu ihrer Berechnung benutzten 
Simplizialzerlegung, wie man an einfachen Beispielen sieht. Ist z. B. $8 der 
Rand eines gleichschenkligen Dreiecks. Die Automorphismengruppe © be- 
stehe aus der Spiegelung g an der Mittellinie des Dreiecks und der Identitat 
e =g’*. Man bilde den Gruppenring % mittels g > 1 auf den Ring der ganzen 
rationalen Zahlen ab. Die Simplizialzerlegung K, von $ in die Seiten und 
Ecken des Dreiecks ist g-invariant, ebenso auch die Simplizialzerlegung K,, 
die aus K, vermége Unterteilung der Grundlinie des Dreiecks durch deren 
Mittelpunkt hervorgeht. K, liefert als Homologiegruppe H,, eine zyklische 
Gruppe der Ordnung 2, K, aber die Nullgruppe. 

Es geniigt jedoch, zu verlangen, daB in der Simplizialzerlegung K, ein 
Simplex nur dann durch eine Abbildung g ¢ & auf sich abgebildet wird, wenn 
es punktweise festbleibt. Derartige g-invariante Simplizialzerlegungen von $ 
nennen wir zulissig. Zwar folgt aus der Zulassigkeit von K, nicht, daB auch 
alle anderen gegeniiber & invarianten Simplizialzerlegungen von } zulassig 
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sind, aber man kann einfach zur Berechnung der Gruppen H* nur zulassige 
Simplizialzerlegungen zulassen; denn jede zulassige Zerlegung von ¥ geht 
durch eine topologische Abbildung von § auf ein anderes Polyeder ¥’ in 
eine zulassige Simplizialzerlegung von ¥’ iiber. 

Ferner seien fiir K, die zur Definition der Schnittzahlen S (f*, ff) nétigen 
Bedingungen erfiillt, d.h. 1. jedes Simplex von K, wird nur durch endlich 
viele g € & auf sich abgebildet, und 2. die n-dimensionalen Simplexe |c”| von K, 
lassen sich auf eine und bis auf Umorientierung aller nur auf eine Weise so 
orientieren, daB @ Yc" =0 und g Yc" = Lc” ist fiir alle g¢@. Diese beiden 
Eigenschaften kommen dann auch jeder anderen zuidssigen Simplizialzer- 
legung von ¥ zu. 


Sei nimlich K, eine solche und c, irgendein Simplex von K,, das durch 
g <& in sich iibergeht, also punktweise festbleibt. Sei p irgendein innerer 
Punkt von c,. Der K,-Trager von p sei T,,. Dann ist offenbar der Trager T',,, 
von gp gleich dem g-Bild von T',, T,, =g T,. Daher muB in unserem Falle 
g T, =T, sein. Es gibt aber nur endlich viele g ¢G, die 7, in sich tiber- 
fiihren. Daher kann auch c, nur bei endlich vielen g ¢ G auf sich abgebildet 
werden. 

Um zu zeigen, daB K, auch die zweite Eigenschaft hat, beweisen wir zu- 
nichst den folgenden auch spater wichtigen 


Hilfssatz. Seien K, und K, zwei zulissige Simplizialzerlegungen des 
lokal-endlichen Polyeders 8 mit Automorphismengruppe &. Dann gibt es eine 
gegeniiber & invariante Unterteilung K{ von K,, die gegeniiber K, fein ist, d.h. 
der Stern jeder Ecke von K; liegt ganz in einem (offenen) Stern einer Ecke von Kg. 


Der Kern dieses Hilfssatzes ist ein bekannter Unterteilungssatz ([1] III, § 3, 
Satz 3, S. 146). Man hat nur zusitzlich noch bei allen Operationen auf die 
g-Treue zu achten. 


Zur Vereinfachung des Beweises kann man dabei annehmen, daB K, gerad- 
linig in einem Euklidischen Raume liegt derart, daB die Abbildungen g ¢ G, die 
ja die Simplexe von K, permutieren, in jedem einzelnen Simplex lineare Ab- 
bildungen sind. Liegt naimlich K, schon geradlinig in einem Euklidischen 
Raum R,,,, so lege man zunichst nochmals sein nulldimensionales Geriist kon- 
gruent in einen R;,. Sodann teile man die eindimensionale Simplexe c! 
von K, in Transitivitatsbereiche beziiglich und beziehe aus jedem Tran- 
sitivitaitsbereich ein c' beliebig auf die entsprechende Strecke c"’ in R,,. Weiter 
bilde man gc! so auf die entsprechende Strecke in R), ab, daB sie linear auf 
c’’ bezogen ist. Das ist eine eindeutige Vorschrift wegen der Zulassigkeit von K,. 
Hat man so die Abbildung fiir alle eindimensionalen Simplexe erklart, so 
nehme man aus jedem Transitivititsbereich ein zweidimensionales Simplex c? 
von K, beliebig heraus. Auf seinem Rand ist eine topologische Abbildung 
auf den Rand eines zweidimensionalen Simplexes c®’ in R,, erklart. Diese 
setze man topologisch auf ganz c® bzw. c®’ fort. Weiter bilde man wieder gc* 
so auf das kongruente Dreieck in R), ab, daB es linear auf c?’ bezogen ist. 
Dies ist offenbar eine topologische Fortsetzung der schon auf dem Rande 
von gc* erklirten Abbildung. So weiterfahrend erhalt man schlieBlich eine 
topologische Abbildung von K, auf das kongruente Polyeder K’ in R},. Diese 
Abbildung ist g-treu, und die Abbildungen g sind fiir das Polyeder K’ in 
jedem Simplex linear. 
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Habe jetzt also K, schon diese Eigenschaft. Sei ¢ ein beliebiges Grund- 
simplex von K, und St (c) der endliche Komplex aller Simplexe (und ihrer 
Seiten), die mit c einen Punkt gemeinsam haben. Weiter sei St, (Stc) der 
Komplex aller K,-Simplexe und ihrer Seiten, die mit Ste gemeinsame Punkte 
haben. Wegen der lokalen Endlichkeit ist er ebenfalls endlich. Man kann 
daher Ste so oft baryzentrisch unterteilen, daB er fein gegeniiber St, (Stc) 
und daher auch fein gegeniiber K, ist. Jedes beliebige Grundsimplex x von K, 
kommt nun nur fiir endlich viele c in St (c) vor. Daher ist fiir jedes Grundsim- 
plex x durch obiges Verfahren ein bestimmter Grad A (2) fiir die notwendige bary- 
zentrische Unterteilung vorgeschrieben. Offenbar ist A (gx) = A (x)*) fir alle 
« und g €@. Nach [1] a. a. O. gibt es dann eine simpliziale Unterteilung K‘, 
von K,, die auf jedem abgeschlossenen Grundsimplex Z% Unterteilung der 
A (x)-fachen baryzentrischen Unterteilung ist. Eine Durchsicht des Beweises 
in [1] zeigt, daB sich der betreffende Satz in unserem Falle noch dahingehend 
verscharfen laBt, daB K’ G-invariant ist®). Damit ist unser Hilfssatz be- 
wiesen. 

Nun sieht man leicht, daB sich die zweite Eigenschaft von K, auf jede 
Unterteilung K’, tibertragt, falls die Unterteilung selbst gegeniiber & invariant 
ist. K, ist dann auch zulassig. Wir kénnen daher von vorneherein K, als 
fein gegeniiber K, voraussetzen. Dann kann man die simpliziale Approxi- 
mation s von K, in K, so einrichten, daB auch s g-treu ist. Hierzu teilen wir 
wieder die Ecken von K, in Transitivitatsbereiche beziiglich G, wihlen aus 
jedem Transitivitatsbereich einen Punkt p und wihlen die Ecke sp von K, 
so, daB der Stern von p im Stern von sp enthalten ist. Dann ist auch der K,- 
Stern von gp im K,-Stern von gsp enthalten, und ferner ist die Ecke gsp 
durch gp eindeutig bestimmt; denn aus g,p =g,p d.h. g>'g, p= p folgt 
fiir den K,-Trager T, von p T, =g;' g, Ty, daher miissen wegen der Zu- 
lassigkeit von K, alle Ecken von 7’y, insbesondere also sp, durch 9g, 'g, in 
sich iibergehen. Man kann daher sgp =gsp setzen. Vermdge s entsteht 
aus der Kette Yj), von K, eine gewisse n-dimensionale Kette 2 m; c/s); von 
K,, fiir die jedenfalls der Rand verschwindet. Ferner sieht man leicht, daB 
m; = + 1 sein muB; denn ist ¢/s); irgendein orientiertes n-dimensionales Sim- 
plex von K,, so ist der lokale Grad der Abbildung s in jedem inneren Punkt 
von ¢(2); gleich m;. Andrerseits andert sich dieser Grad wegen @ 2c, = 0 
nicht, wenn man 8 wieder in die Identitat zuriickdeformiert. Also ist m; = + 1. 
Bei geeigneter Orientierung der c(2); kénnen also alle m;= + 1 angenommen 
werden. Weiter folgt aus der g-Treue von s, daf auch g Z c2) = J (ay ist. 
SchlieBlich sei 2 e; C2); (summiert iiber alle Simplexe c2,;, von K,; e; = +1) 
irgendeine Kette von K, mit den beiden Eigenschaften @ Y¢;¢(2); = 0 und 
g X &; C2); = Xe, c(2);- Dann liefert die simpliziale Approximation w einer hin- 
reichend feinen Unterteilung K’, von K, in K, in genau derselben Weise eine 
Kette u 2 ¢; cz); von Kj, die gleich + J ci; sein muB. Nun folgt aber aus 


8) Wir denken die baryzentrischen Unterteilungen immer als geradlinig im Rm, damit 
sie spater (beim Beweisgang des Satzes in [1]) fiir die verschiedenen Simplexe aneinander- 
passen. Dann folgt die Gleichung 4 (gx) = A (x) aus der Linearitét der Abbildungen g. 

®) Dazu hat man nur die dortigen Komplexe Lx so zu wahlen, daB gleichzeitig mit 
jedem Simplex auch alle g-Bilder darin vorkommen, und die Gleichung / (gx) = A (z) 
sowie die Linearitét der Abbildungen g in jedem Simplex zu beachten. 
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su =1, daB Le, cfs); = +8 Ley) = + Le%s) ist. Also hat auch K, die Eigen- 
schaft 2). 

Nun kommen wir zum Invarianzbeweis fiir die Gruppen H*? und die 
Schnittzahlen. Auch hier hat man den tiblichen Invarianzbeweis nur beziiglich 
der g-Treue aller Operationen zu vervollstandigen. Sei zunachst K , irgendeine 
@-invariante Unterteilung von K,, u die Unterteilungsabbildung, s eine sim- 
pliziale Abbildung von K’ in K,, die wie oben so gewiahlt ist, daB sg = gs 
fiir alle g¢@. Dann sind auch die Kokettenabbildungen uw’ und 3’ g-treu 
und vermitteln daher eine Abbildung der Elemente /*, fiir die natiirlich ebenso 
wie fiir gewohnliche Koketten wu’ s’/* = /* gilt. Auch die zweite grundlegende 
Beziehung s’u’f ~ f°) fir 6f = 0 laBt sich auf die /* iibertragen. Man kann 
nimlich den ,,Homotopieoperator’ D, der jedem p-dimensionalen Simplex c? 
von K‘ eine (p + 1)-dimensionale Kette Dc? von K, zuordnet mit der Eigen- 
schaft @ De? = c? —usc? + Déc?”, so wahlen, daB Dgc? = gDc? wird. Falls 
nimlich De bereits bekannt ist, wird g Dc durch gc eindeutig bestimmt wegen 
der Zulassigkeit von K, und der Tatsache, daB Dc im K,-Trager von c liegt. 
Weiter liegt gDc im K,-Trager von ge und erfillt die Bedingung @ g Dc 

ge—usge + gDé@c, so dab die Festsetzung Dg c = g De erlaubt ist. Dann 
laBt sich der duale Operator D’ offenbar auf die Elemente /* iibertragen und 
liefert sofort s’ u’ {* ~ f* fir 6 f* = 0. 

Sei nun K, fein gegen K, und s eine wie oben gewiahlte g-treue simpliziale 
Approximation von K, in K,. Nach unserem Hilfssatz kénnen auch K, und 
K, so g-treu zu K’, und K’‘ unterteilt werden, daB K, fein gegen K, und ebenso 
K’ fein gegen K, ist. Die Unterteilungsabbildungen von K, in K’, und von 
K, in K‘ sind dann g-treu, ebenso kénnen simpliziale Approximationen von 
K’, in K, und von K’, in K‘, g-treu gewaihlt werden. Dann kann man in be- 
kannter Weise schlieBen, daB die duale Abbildung s’ einen Isomorphismus 
zwischen den H*? von K, und K, vermittelt. 

Ferner sei f" eine beliebige endliche n-dimensionale Kokette von K, und 
KS jf" = Zf" (c"), summiert iiber alle n-dimensionalen Simplexe von K,,. 
Dann gilt KS (s’ f") = Da’ f™ (c™) = Lf" (sc*) = f" (8 Xc*). Wie wir oben 
sahen, ist aber s Yc* = Yc", so dab KS (s' f") = KS f" wird. Dann folgt 
aber sofort auch fiir die Schnittzahlen 


S (s' fi, 8 f}) =(L KS (8 hu 98 fe) 9)* =(L KS (8' (UY 9: f2)) * 91)" 
i i 
=(L ES (hu 9 fs) 9:)* = Sf, f))- 
Dabei miissen wir bisher voraussetzen, daB K, und K, g-treue Eckenordnungen 
im Kleinen haben, damit iiberhaupt die Schnittzahlen S (f*, f*) definiert sind. 
Ferner darf s die Eckenordnung nicht zerstéren, damit s’ produkttreu ist. 
Letzteres kann man bekanntlich stets erreichen durch eventuelle Umordnung 
der Ecken in K,, und zwar wegen der g-Treue von s noch so, daB diese neue 
Eckenordnung in K, ebenfalls g-treu ist. 

Seien nun K, und K, beliebige zulassige Simplizialzerlegungen von §. 
Dann kann K, so zu K’, unterteilt werden, daf K’, fein gegen K, ist. AuBerdem 
ist K’, fein gegen K,. Daher folgt durch zweimalige Anwendung des oben 
Bewiesenen die Invarianz der Gruppen H*? und der Schnittzahlen. 


10) Wir schreiben ~ fir kohomolog. 
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Satz 3. Das lokal-endliche Polyeder 8 mit Automorphiemengruppe & besitze 
eine gegeniiber & invariante Simplizialzerlegung K, die zuldssig ist. AuBerdem 
seien fiir K die zur Definition der Schnittzahlen nétigen Bedingungen erfiillt. 
Dann sind die aus der Simplizialzerlegung K berechneten Gruppen H*? (K) 
und thre Schnittzahlen topologische Invarianten von &. 

Fiir den Fall einer reguliren Uberlagerung eines einfach-geschlossenen 
Komplexes oder einer Pseudomannigfaltigkeit laBt sich jede topologische Ab- 
bildung des Grundkomplexes zu einer %-treuen topologischen Abbildung der 
Uberlagerung fortsetzen, so daB die Gruppen und Schnittzahlen der Uber 
lagerung topologische Invarianten des Grundkomplexes sind. 
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Zur Theorie der Uberlagerungsabbildung 
von Mannigfaltigkeiten. 
Von 


E. Burger in Frankfurt am Main. 


In einer friiheren Arbeit') wurden fiir Komplexe mit Automorphismen, 
also speziell fiir regulire Uberlagerungen einer Mannigfaltigkeit M im An- 
schluB an die RetmEeMetsteRschen Produkte aus [3] Schnittzahlen fiir die 
endlichen Koketten komplementirer Dimension erklirt, die sich auch auf 
die Uberdeckungen von M mit den homomorphen Bildern des ganzzahligen 
Gruppenringes X der Fundamentalgruppe © von M iibertragen. Speziell 
interessieren die Uberdeckungen mit Hauptordnungen von Zahlkérpern. 

In der vorliegenden Arbeit soll das Verhalten dieser Schnittzahlen bei 
Abbildungen der Mannigfaltigkeit M in eine zweite Mannigfaltigkeit « bzw. 
bei gewissen zugehérigen Uberlagerungsabbildungen untersucht werden. 
Aus dem Abbildungsverhalten der Schnittmatrizen folgen dann mittels ein- 
facher matrizentheoretischer Siatze fiir die Uberlagerungsabbildungen Ana- 
loga zu den Siatzen, die Horr fir die Grundabbildung von M in yw in [2] 
bewiesen hat. An die Stelle des Abbildungsgrades ¢ der Grundabbildung 
tritt dabei der Grad c, der Uberlagerungsabbildung von M in die Uber- 
lagerung w» von pu, die zur Untergruppe ® der Fundamentalgruppe von 
gehért. Dabei ist ® das Bild der Fundamentalgruppe von M bei der Abbil- 
dung in yu. Diese erste Uberlagerungsabbildung ist auch schon von Horr 
in der oben erwihnten Arbeit betrachtet worden. 

Auch fiir die Grundabbildung selbst liefert die Untersuchung des Ab- 
bildungsverhaltens der gew6hnlichen Schnittmatrizen einfache und syste- 
matische Beweise der Hoprschen Sitze. Horr selbst beweist die Saitze durch 
Betrachtung der Schnitte der Ketten mit der ganzen Mannigfaltigkeit. Die 
Beschreibung durch die Schnittzahlen ist fiir die Uberlagerungsabbildung, 
insbesondere bei den homomorphen Reduktionen des Gruppenringes X 
zweckmabBiger. 


1. Abbildung und Sehnittzahlen. 


Seien K und K endliche n-dimensionale Simplizialkomplexe und ¢ eine 
simpliziale Abbildung von K in K. Der durch die Abbildung t vermittelte 
Homomorphismus der Kettengruppen und Homologiegruppen von K in 
die von K werde gleichfalls mit ¢ bezeichnet. Zu diesem Homomorphismus 
der Kettengruppen gehért ein dualer Homomorphismus rt der Koketten- 
gruppen von K in die von K, definiert durch 


(1) (x p*) (s*) = gp (ts*) 


fiir alle Koketten g* von K und alle Simplexe s* von K. Aus der Randtreue 
von ¢ folgt die Korandtreue von t. Daher induziert rt einen Homomorphis- 


1) Val. [1] des Literaturverzeichnisses. 
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mus der Kohomologiegruppen H* (K) von K in die von K, der gleichfalls 
mit t bezeichnet werde. Ferner ist t produkttreu, d. h. 

(2) T(PUPI=THUTH, 

falls die Eckenordnungen in K und K so gewiahlt sind, daB sie durch ¢ nicht 
zerstért werden. 

Seien nun K und K orientierbare geschlossene n-dimensionale Mannig- 
faltigkeiten M und uw. Dann kann man aus dem Cupprodukt von Koketten 
f*,{*-* komplementirer Dimension Schnittzahlen erkléren als Koeffi- 
zientensumme KS von f* _ fr-* 

(3) Sift) =KSfivfy=LAvr ye, 

3” 
wobei die Summe iiber alle koharent orientierten n-dimensionalen Simplexe 
s" von M lauft. Diese Schnittzahlen sind einfach das duale Gegenstiick der 
gewohnlichen Schnittzahlen und haben daher auch die gleichen Eigenschaften: 
Distributivitat zur Kokettenaddition, Ubertragbarkeit auf die Kohomologie- 
klassen mit Division’). 

Auch kann man mittels dieser Schnittzahlen fiir die Divisionskorinder 
der Dimension k und n—-k + 1 Verschlingungszahlen erkliren. Seien f* 
und /"—*+! zwei Divisionskorinder, etwa mf* = 6 F*-!, so definiert man 

I 
7 (4k —k+1) — _—_. 9 k—1 jn—k+1 
(4) V Fi. FP) = —- 8 P-*, ft). 
Die Eindeutigkeit dieser Definition, die Distributivitat der Verschlingungs- 
zahlen und die Ubertragbarkeit auf die Kohomologieklassen, indem man 
sie mod | reduziert, ist sofort zu sehen. 

Das Verhalten der Schnittzahlen*) beim Homomorphismus ft folgt aus 

(5) S(rgt. cgi) = L(g gr) (6%) =L (Gv pr) (t8") =e S (pt, Gy), 
a” 3” 
wobei c den Abbildungsgrad der Abbildung ¢ bezeichnet. 

Um das Verhalten der Verschlingungszahlen zu untersuchen, sei gy ein 

Divisionskorand, m - gp = 6 @*-1. Dann folgt m t p* = dr ®*-! und daher 


. . ” . a: sm . % 
(6) Vir gh, rg *t}) == 8 (e OF, cy *t}) =c- V (gt, gy**). 


Aus dem bekannten Zusammenhang der Cupprodukte mit den gewdhn- 
lichen Schnittzahlen folgt sofort 

1. Jeder k-dimensionale Kozyklus, der mit allen (n — k)-dimensionalen 
Kozyklen die Schnittzahl Null hat, ist Divisionskorand. 

2. Seien fi bzw. a Kozyklen, deren Klassen (ft ]o baw. ile ein Er- 
zeugendensystem der Gruppen Hi}, bzw. Hj“ sind, so sind die Elementar- 
teiler der Schnittmatrix (S (ff, fi~*)) alle gleich 1. 

3. Jeder k-dimensionale Divisionskorand, der mit allen (n—k + 1)- 
dimensionalen Divisionskorandern die Verschlingungszahl = 0 mod 1 hat, 
ist Korand. 





2) Wir bezeichnen die Kohomologiegruppen mit H*, die Kohomologiegruppen mit 
Division mit H*, die Torsionsgruppen mit 7'*, die Kohomologieklasse des Kozyklus /* 
mit [f*], seine Kohomologieklasse mit Division mit [f* ]p. 

*) Die Schnittzahlen sind ein spezieller Fall des Skalarproduktes von Kokette und 
Kette und die Formel (5) ein Spezialfall der Transformationsformel fir Skalarprodukte. 
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2. Die Horrschen Siatze. 


Sei p* ein Kozyklus von yu und [¢*], seine Kohomologieklasse mit Division. 
Kennt man t [g*],, so kennt man nach (5) im Falle ¢ + 0 auch alle Schnitt- 
zahlen S ([g*]o, [g"-*]) fiir die (n — k)-dimensionalen Klassen [g"-*],. 
Dann ist aber nach 1. 1 [¢*], eindeutig bestimmt, also 

Satz 1. Fir c + 0 ist die Abbildung t von H* (u) in H* (M) umkehrbar 
eindeutig. Es gibt also eine zu H* (1) isomorphe Untergruppe von H* (M), 
folglich ist 

p* = rang H* (M) => rang H* (nu) = a’. 


Bei gegenseitiger Abbildbarkeit von M und yu mit von Null verschiedenem 
Grad sind also diese Ringe gleich, d. h. H* (u) = H* (M). 

Genauere Aussagen erhalt man durch Untersuchung der Schnittmatrizen. 
Seien [qi], bzw. [¢}~*|, Erzeugendensysteme von H* (ux) bzw. H®-* (4) und 
entsprechend [f;], in M. Seien 2, = (S (gts ¢}*)) und ©, =(8S (fi, Gr) 
die zugehérigen Schnittmatrizen in u bzw. M. Seit (gi L=2) th (flo und 
i, = (tH), dann ist nach (5) , 


(7) Be Se Taz = c* Ly 


Die Matrix c- 2; ist also durch die Matrix G, teilbar. Sei ¢ +0. Die Teil- 
barkeitsbedingung fiir ganzzahlige Matrizen liefert dann zunachst die Rang- 
bedingung rang S; > rang 2;. Die Elementarteilerbedingung ist in unserem 
Falle von selbst erfiilit, da nach 1. 2 alle Elementarteiler von ©, und 2, 
gleich 1 sind. Ferner ist nach 1. 1 rang SG, = p* und rang 2, = =*. Also 
erhalten wir gerade wieder Satz 1. 

Die Reihenzahl von ©, kann stets gleich p*, ebenso die von 2, gleich 2, 
genommen werden. Ist dann p* = za‘, so werden ZT, und T,_, quadratisch. 
Der Ubergang zu den Determinanten liefert dann |, +0, d.h. fiir die 
Kohomologiegruppen H* (u, R) und H* (M,®) mit dem Kérper ® der ra- 
tionalen Zahlen als Koeffizientenbereich ist die Abbildung t ein Isomorphis- 
mus auf H* (M, 8), also 

Satz 2. Seic + 0 und p* = a", also die Gruppen H* (u, R) und H* (M, R) 
isomorph, so vermittelt + diesen Isomorphismus, und daher sind sogar die 
Kohomologieringe (iiber ) von M und yu isomorph. 

Ist weiter M auf u mit dem Grad c = + | abgebildet und wieder p* = 
= a*, so folgt | Tj | = +1, d.h. r liefert eine Abbildung von H* (u) auf 
H* (M), also eine Isomorphie der Kohomologieringe. 

Satz 3. Seic = + 1 und p* — a* (was insbesondere der Fall ist, wenn M 
und mu gegenseitig mit Graden + 1 aufeinander abbildbar sind), dann ver- 
mittelt t einen produkttreuen Isomorphismus zwischen H* (4) und H* (¥). 

Endlich folgt noch fir die mittlere Dimension k = n—k, falls n = 0 (4), 

Satz 4. Istc = +1 und n=0 (4), so ist die quadratische Schnittform 
von yu teilbar durch die von M. Bei gegenseitiger Abbildbarkeit mit c = + 1 
sind die quadratischen Formen dquivalent*). 


Fir den Fall c = 0 folgt aus der bekannten Rangrelation 
rang & + rang 8 — Spaltenzahl W < rang (WB) 
*) [4], Satz Va. 
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fiir ein Matrizenprodukt & 8 wegen rang (©, T,_~) = rang T,_, und Spalten- 
zahl I, = p* 


rang J, + rang T,_; — p* < 0. 
Satz 5. Sei c = 0, dann ist 


p* = rang T, + rang Ty_x. 
Die Siatze werden erginzt durch die entsprechenden Untersuchungen 


der Torsionsgruppen 7* mittels der Verschlingungszahlen. Nach 1. 3 folgt 
genau wie oben 


Satz 6. Ist ¢ = + 1, so ist die Abbildung t von T* (u) in T* (M) umkehr- 
bar eindeutig. Es gibt also in T* (M) eine zu T* (u) isomorphe Untergruppe, 
folglich teilen die Torsionskoeffizienten von ym diejenigen von M. Bei 
gegenseitiger Abbildbarkeit mit c = + 1 sind sie also gleich und daher 
T* (u) = T(M). Daes sich um endliche Gruppen handelt, vermittelt dann 
t einen Isomorphismus auf 7* (M). Es sind also sogar die Kohomologieringe 
von M und yu isomorph. 


3. Uberlagerungsabbildungen. 


Bei der Abbildung ¢ von M in yw erfaihrt die Fundamentalgruppe @ von M 
eine homomorphe Abbildung auf eine Untergruppe ® der Fundamental- 
gruppe J’ von uw. Will man nun Uberlagerungsabbildungen zu ¢ untersuchen, 
so ist es, um ein einfaches Verhalten der Deckbewegungen zu erhalten, 
zweckmaBig, nicht unmittelbar die Abbildungen der universellen Uber- 
lagerungen zu betrachten. Wegen t 6 = ® kann man zuniichst eine Uber- 
lagerungsabbildung t, von M in uw, = we konstruieren. ye ist dabei die zur 
Untergruppe ® von J" gehérende Uberlagerung von uw. Nun betrachte man 
die universelle Uberlagerung u, = «, von pu als universelle Uberlagerung 
iiber 4. Sie hat als solche die Deckbewegungsgruppe ® = t G. 

Ebenso ist es zweckmaBig, iiber M nicht die universelle Uberlagerung 
zu betrachten. Ist nimlich ® ~ G/M, so liefern alle diejenigen Simplexe 
der universellen Uberlagerung, die durch Deckbewegungen aus Xt auseinander 
hervorgehen, dasselbe Bildsimplex in yu, bei der Uberlagerungsabbildung. 
Es geniigt also véllig, die Uberlagerungsabbildung der zum Normalteiler 
N von & gehérenden regularen ( berlagerung M, = My, die die Deckbewegungs- 
gruppe G/M besitzt, in uw, zu betrachten. Sie ist erklarbar wegen tN = e. 
Sie hat den Vorteil, daB es iiber jedem Simplex s* von M, das in ein gewisses 
Simplex t s* von uw bzw. t, s* = o* von mw, tibergeht, genau ein Simplex von 
M, gibt, das in ein vorgegebenes Simplex von y, iiber o* iibergeht, weil M, 
iiber M und yp, tiber uw, isomorphe Deckbewegungsgruppen haben. 

Wir betrachten fortan immer die Uberlagerungsabbildung ¢, von M, iiber 
M in py tiber u,. 

Obwohl die Mannigfaltigkeit M, im allgemeinen unendlich ist, kann 
man doch den Grad der Abbildung ¢, wie iiblich erkliren. Die Summe 2 8” 
iiber alle kohirent orientierten n-dimensionalen Simplexe von M, ist ein 
(unendlicher) Zyklus. Ihm entspricht vermége ¢, eine (unendliche) Kette 
von #2; denn jedes einzelne Simplex von y, ist Bild von héchstens endlich 
vielen Simplexen von M,, da es iiber jedem Grundsimplex in M nur genau 
ein Simplex von M, gibt, das in ein vorgegebenes Simplex von pv, tiber dem 
Bildsimplex des Grundsimplexes von M iibergeht. Wegen der Randtreue 
von ¢, ist ferner t, 2 s" ebenfalls Zyklus. Es gibt aber in yu, nur die n-dimen- 
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sionalen Zyklen, welche Multipla von 2 o” sind, wobei die Summe iiber alle 
n-dimensionalen Simplexe o” von j, liuft. Sei also t, 2s" =c,- 2a”, so 
nennen wir c, den Grad von f,. 

Jedes n-dimensionale Simplex von p, wird also insgesamt (algebraisch 
gezihit) genau c,-mal als Bild geliefert. Da es tiber jedem Simplex s” von 
M genau ein Simplex von M, gibt, das in ein vorgegebenes Simplex von p, 
iiber ¢, 8” iibergeht, wird dann auch jedes n-dimensionale Simplex von p, 
bei der Abbildung ¢, genau c,-mal als Bild eines Simplexes von M geliefert. 
Es ist also der Grad c, gleich dem Grad c, der Abbildung ¢, von M in ,,. 

Ist die Blatterzahl von jm, itiber « (d. h. der Index von @ in J’) endlich, 
etwa gleich j, so hingt der Grad c, mit dem Grad ¢ der Abbildung ¢t von M 
in w gemaB c = c,-7 zusammen. Ist dagegen j unendlich, so ist c, = 0 und 
daher auch c = 0. 

Fiir unsere Untersuchungen ist der Grad c, = ¢, wichtig. Wir bemerken 
noch, daB die Bedingung c, + 0 gleichwertig mit c + 0 ist; denn aus c, = 0 
folgt c = 0, und umgekehrt folgt aus c = 0 fiir endliches j wegen c = ¢, -j 
auch c, = 0 und fiir unendliches j ist c, sowieso Null. Ebenso folgt natiir- 
lich aus ¢c = + 1 sofort c, =c, = +1. Jedoch ist die Forderung c, = + 1 
schwicher als die Forderung c = + 1. 

Die Kettengruppen und Homologiegruppen von M, und pv, werden nun 
in bekannter Weise als Gruppen mit dem ganzzahligen Gruppenring X 
der Gruppe @/® als Operatorenbereich aufgefaBt. Durchlaufe g die Elemente 
von &/®. Auch die Koketten und Kohomologiegruppen sind Gruppen tber 
® vermége der Festsetzung (g f*) (s*) = f* (g~ s*) fiir die Koketten f* ¢ C* (M,) 
(vgl. hierzu [1] § 1). 

Die Zuordnung der geschlossenen Wege durch einen Punkt p von M zu 
den Bildwegen durch den Bildpunkt tp von yu vermittelt einen Isomorphis- 
mus zwischen G/M und ®. Wir wihlen einen festen solchen Isomorphismus 
aus und bezeichnen der Kiirze halber auch die Elemente von ® mit demselben 
Buchstaben g wie ihre Urbildelemente in G/N. Dann gilt fiir die U berlagerungs- 
abbildung bekanntlich 
(8) t,gs* =gt, s* 


fiir alle Simplexe s* von M, und alle g ¢ G/M. Daraus folgt aber auch fiir die 
zu t, duale Abbildung t, der Kokettengruppen 

(t29 p*) (s*) =g y* (ty 8*) = g* (g tz 8*) = Gp (tg 8*) = (g tT, Y*) (s*), 
das heiBt 
(9) agp =9t2 Y 
fiir alle g* ¢ C* (u,) und ge @. — 

Gehen wir nun wieder zur Uberdeckung mit der Hauptordnung %* des 
Zahlkérpers § iiber (vgl. {1} § 1). Wegen der Operatortreue von t, kann man 
dann fiir die Koketten y* der Uberdeckung von y, eine Abbildung t3 durch 
(10) t2 y* = (tT, g*)* 
definieren. Sie ist korandtreu und operatortreu und vermittelt daher einen 
Homomorphismus der Gruppen H** (u,) in H** (M,), der ebenfalls mit 13 
bezeichnet werde. 

Wir werden aus mehreren Griinden Veranlassung haben, nur die endlichen 
Koketten zu betrachten, das sind diejenigen, die nur auf endlich vielen 
Simplexen + 0 sind. Da die Komplexe M, und ,, star finite sind, ist der 
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Korand einer endlichen Kokette selbst endlich, und daher kann man mit 
ihnen ebenfalls Kohomologiegruppen bilden. Die H* seien fortan immer 
diese so gebildeten Gruppen. Fiir die endlichen Koketten haben die Ko- 
kettengruppen von M, und yp, ein endliches Erzeugendensystem iiber X. 
Daher sind dann auch die Gruppen H** endlich iiber %*. 1, fiihrt endliche 
Koketten in endliche Koketten tiber; denn in ein vorgegebenes Simplex 
von /, gehen bei ¢, nur endlich viele Simplexe von M, tiber. Daher vermittelt 
t3 auch einen Homomorphismus dieser Gruppen H** (u,) in H** (M,). 

Untersuchen wir noch das Abbildungsverhalten der in [1] eingefiihrten 
Produkte und Schnittzahlen. Es ist fiir irgend zwei Koketten g* und g-* 
von #, und irgendein n-dimensionales Simplex s" von M, 
a(t, Ph, T. Py *) (8") = S (tT. Gf UG Te ?> *(s")g= Vigk U get (t.a")9 

g € G/N P 
a (pi, py—*) (ty 8") = tT. 0 (yk, pr-*) (8") 
also 
(11) F(T: Pr» Te Po) = T2F (Py Yo) 
und daher fir die Schnittzahlen 
(12) S(T, ph, Te yy") = KS 1,0 (Py, P2) = F (Py G2) (te 2 8”) 
= 2° KS a (Gy, G2) = C2* S (Pp Yo)» 

wobei c, = ¢, der Grad von ¢, ist. 

Entsprechend wird fiir die Koketten der Uberdeckung mit %* 


(13) S (t3 pi, T3 pd) = S (Te My Te. Po)* = Cg S (G7, Yd) - 
Auch fiir die Verschlingungszahlen von Divisionskorandern gilt das gleiche 
Transformationsgesetz. Ist nimlich g** Divisionskorand, etwa 2* g** = 
6 Prk-l ae ist auch t} y** Divisionskorand, naimlich x* rf p** = tf x* pk* 


6 t* * pre- , und es folgt fiir jeden (n —k + 1)- dimensionalen Divisions- 
korand ge" Ft 


(14) V (t3 gi, t2 y3) = 3 S (2 D*, t2 ge) = c,° V (GT, 2). 


Uber die Schnitt- und Verschlingungszahlen brauchen wir folgende Satze 
aus [1], die Verallgemeinerungen der e tsprechenden Sitze in 1. sind. 

1. Jeder k-dimensionale Kozyklus f**, der mit allen (n — k)-dimensio- 
nalen Kozyklen /"-** die Schnittzahlen Null hat, ist Divisionskorand, d. h. 
der Bettimodul Hj* ist isomorph zu dem Modul, der aus den Zeilen der 
Schnittmatrix ©, eines Erzeugendensystems von Hj* mit einem Erzeugenden- 
system von Hj"-* erzeugt wird; also 

rang Hj* = rang G;,; K 1 (H}*) = Sp K1G,. 

2. Die Elementarteiler der Schnittmatrix ©, sind alle gleich 1. 

3. Jeder k-dimensionale Divisionskorand, der mit allen (n—k + 1)- 


dimensionalen Divisionskorindern Verschlingungszahlen = Null mod ganz- 
algebraische Zahlen hat, ist Korand. 


4. Die Uberlagerungssitze. 
Sei g** ein Kozyklus der Uberdeckung von uw, mit %* und [g**], seine 
Kohomologieklasse mit Division, also ein Element aus Hj* (u,). Kennt man 
t3 [y**],, so kennt man nach (13) bei c, + 0 auch die simtlichen Schnitt- 
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zahlen von [g**), mit allen (n— k)-dimensionalen Kohomologieklassen. 
Damit ist nach 3. 1 [g**], eindeutig bestimmt, also 


Satz 7. Fir c, +0 (d.h. ¢+0) ist die Abbildung ti von H>§* (u,) in 
Hj§*(M,) umkehrbar eindeutig. Es gibt also eine zu Hj*(u,) isomorphe 
Untergruppe von Hj* (M,), folglich ist 

rang H§* (M,.) = rang Hj* (1). 

Fiir die Klassen von H§*(u,) und H>* (M,) liefert dieser Satz nichts; 
denn in jedem Linearformenmodul vom Range r gibt es zu jedem Rang < r 
und jeder Klasse x wenigstens einen Untermodul. Da8 aus der umkehr- 
baren Eindeutigkeit von 13 nichts iiber die Klassen von H** folgt, ist auch 
verstandlich, da sich dieser Satz eigentlich auf den Korper & als Koeffi- 
zientenbereich bezieht, d. h. auf die Vektorriume H** (u,, 8) und H** 
(M,, 8). In der Tat liefert fiir diese Gruppen der obige Beweis ebenfalls die um- 
kehrbare Eindeutigkeit von t3. FaBt man die &-Moduln H** (u,, &) und 
H** (M,, &) als Erweiterung der %*-Moduln Hj*(u,) und Hj* (M,) auf, 
so ist also die Erweiterungsabbildung umkehrbar eindeutig und daher auch 
die Abbildung der ¥*-Moduln. Diese Tatsache hat also mit den arithmeti- 
schen Eigenschaften der ¥*-Moduln, naimlich ihren Klassen, nichts zu tun. 


Genauere Aussagen erhalt man durch Untersuchung der Schnittmatrizen. 
Sei [y**], ein Erzeugendensystem von H}* (u,) und entsprechend [¢7"~*], 
von H5"—* (u). Sei 2, = (S (g**, pf"—*)) ihre Schnittmatrix. Nach 3. 1 
sind Rang und Klasse von 2, gleich Rang und Klasse von Hj* (u,). Sei 
S, die entsprechende Schnittmatrix fir M, gebildet mit Erzeugenden- 
systemen [f?*], und [f7"-*], von Hj* (M,) und Hj"-* (M,). Sei weiter 13 
[g**]o = p2 ti, (fF* |, und ZT, = (ri), dann ist nach (13) 


(15) , S, Th_z = c, + J. 


Die Matrix c,- 2, ist durch die Matrix ©, teilbar. Sei c, +. Die Teilbar- 
keitsbedingung fiir Matrizen aus X* ((5] IT, S. 312) liefert zunachst wieder 
rang ©, >rang 2;. Das ist das Ergebnis von Satz 7. Ferner sind die 
Elementarteiler von c, 2, teilbar durch die von G,. Das liefert nichts, 
da die Elementarteiler von 2; und ©, nach 3. 2 alle gleich 1 sind. Ist aber 
rang ©, = rang 2;, so muf dariiber hinaus der Quotient der gréBten Deter- 
minantenteiler von c, 2, und ©, der ja ein ganzes Ideal ist, wenigstens 
einen Teiler aus der Klasse Sp KI 2: Sp KI G, besitzen. Ist noche, = + 1, 
so sind nach 3. 2 aber beide Determinantenteiler gleich 1, und es folgt dann 
Sp Kl 2, = SpK1S,, also 


Satz 8. Ist c, = + 1 (was insbesondere bei c = + | erfiillt ist) und rang 

6* (M,) = rang Hj* (u,) (was insbesondere erfiillt ist bei gegenseitiger 

Abbildbarkeit mit von Null verschiedenem Grad), so ist Kl Hj* (M,) = 
= Kl Hj* (u,), d. h. H§* (M,) = H5* (uz). 

Im Falle rang H¢* (M,) = rang H}§* (u,) gilt H** (M,, R) = H** (uy, &). 
Beim Ubergang zu §& als Koeffizientenbereich kann man in (15) die Matrizen 
S, und 2, quadratisch von nichtverschwindender Determinate und gleicher 
Reihenzah! wihlen. Dann liefert bei c, +0 der Ubergang zu den Deter- 
minanten |Z, | + 0, also 
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Satz 9. Ist c,+0 (d.h. ¢+0) und rang H}>* (M,) = rang Hj* (p,), 
also H** (M,, &) =~ H** (u,, R), so vermittelt +3 diesen Isomorphismus. 
Daher sind die Gruppen sogar produkttreu isomorph. 

Ist weiter c. = + 1 und rang ©, = rang 2;, so haben wir bereits gesehen, 
daB auch Sp Kl ©, = SpKl 2, ist, und da ferner sowohl die Elementar- 
teiler von ©, als auch die von 2; alle gleich 1 sind, miissen S, und 2, aqui- 
valent sein ({5] I, S. 352). Ferner fiihren T, und T,_; ©, in 2, iiber. Dann 
sind die Matrizen ©, und T, ©, linksiquivalent ({5] II, S. 343), d. h. es gibt 
eine Matrix U, so, dab AT, S, = S, ist. Ubt man auf das Erzeugenden- 
system von H}*, das zur Definition von G, verwendet wurde, die Substi- 
tution & TZ, aus, so entsteht ein System von Elementen aus H}*, aus denen 
man durch Linearkombination Elemente herstellen kann, die eine beliebige 
Zeile des Zeilenmoduls von ©, als Schnittzahlen mit dem Erzeugenden- 
system von H§"-* haben. D.h. nach 3.1. daB dies System wieder ein 
Erzeugendensystem von H}* ist. Mithin entsteht auch durch die Substi- 
tution T, aus dem Ausgangserzeugendensystem ein Erzeugendensystem; 
mit anderen Worten: 13 ist eine Abbildung auf H}* (M,). 

Satz 10. Seic, = + 1 (was insbesondere fiirc = + 1 erfiillt ist) und rang 
Hy* (M,) = rang H>j* (u,), dann vermittelt 1+} einen produkttreuen Iso- 
morphismus zwischen den Gruppen H}* (u,) und H5* (M,). 

Endlich folgt auch noch fiir die mittlere Dimension k = n — k 

Satz 11. Ist c, = + 1, so ist die hermitesche Schnittform von js, teilbar 
durch die von M,. Bei gegenseitiger Abbildbarkeit mit Grad + 1 sind die 
hermiteschen Formen also aquivalent. 

Fir den Fall c, = 0, d. h. c = 0 folgt noch genau wie in 2. 

Satz 12. Ist c, = 0 (d.h. ¢ = 0), so ist 


rang Hj* (M,) = rang T, + rang Ty_+. 


Auch dieser Satz ist eigentlich ein Satz iiber die Gruppen H** (M,, &) 
mit dem Koeffizientenbereich S. 

Die Satze werden erginzt durch die entsprechenden Untersuchungen der 
Torsionsgruppen mittels der Verschlingungszahlen. Nach 3.3 folgt genau 
wie oben 


Satz 13. Ist c, = + 1, so ist die Abbildung rt} von T* (u,) in 7* (M,) 
umkehrbar eindeutig. Es gibt also in 7*(M,) eine zu T* (u,) isomorphe 
Untergruppe, folglich teilen die Torsionsideale von jp, diejenigen von M,. 
Bei gegenseitiger Abbildbarkeit mit dem Grad + | sind sie also gleich und 
daher 7* (u,) ~ T*(M,). Wegen der Endlichkeit der Gruppen ist dann 
t3 ein Isomorphismus auf 7* (M,). Es sind also die Gruppen 7*(M,) und 
T* (4,) sogar produkttreu isomorph. 
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Zur Frage der Vertauschbarkeit 
geodatischer Richtungsableitungen. 
Von 
Feank LOBELL in Miinchen. 


Herrn Hetnricu TreTze zu seinem 70. Geburtstag gewidmet. 


In einer Arbeit, die vor einiger Zeit in dieser Zeitschrift erschien'), wurden 
Linienelementfunktionen auf einer Fliche betrachtet, das sind GréBen skalarer, 
vektorieller oder allgemein tensorieller Natur, die auBer vom Ort P noch von 
einer von P ausgehenden Tangentenrichtung abhingen. 

Auf Grund Alterer Gedanken*) von LaGugeRRE, DarBoux und CESARO 
wurde dort ein allgemeines Verfahren entwickelt, nach dem solche Funktionen 
in vollig bestimmter Weise der Differentiation nach der Bogenlange in jeder 
Richtung innerhalb der Flache unterzogen werden kénnen. Eine Operation 
dieser Art von eindeutigem Charakter kommt erst dadurch zustande, daB 
eine Vorschrift angegeben wird, nach der sich das Linienelement, von dem die 
Funktion abhangt, beim Fortschreiten in der Differentiationsrichtung andern 
soll. Als ein solches Gesetz wurde in erster Linie das der infinitesimalen 
Parallelverschiebung nach Levi-Crvita und ScHOUTEN zu Grunde gelegt; die 
dieser Vereinbarung entsprechende geoddtische Ableitung wurde durch das 
Symbol 7 bezeichnet. 

Hier mége nun die Frage behandelt werden, in welcher Weise das Ergebnis 
der Aufeinanderfolge von zwei geoditischen Differentiationen einer und derselben 
Linienelementfunktion nach zwei verschiedenen, von einem Punkt in der Flache 
ausstrahlenden Richtungen von der Reihenfolge ihrer Ausfiihrung abhéngig 
ist. Obwohl, wie friiher schon betont wurde, durch die Anwendung einer 
einzigen derartigen Operation eine Funktion entsteht, die von zwei Linien- 
elementen mit gemeinsamem Scheitel abhingt, nimlich auBer von dem ur- 
springlich als Argument dienenden noch von dem in die Differentiations- 
richtung fallenden Element, wird die Differenz der beiden Funktionen, die 
durch je zweimalige Ableitung nach zwei Richtungen in verschiedener Reihen- 
folge entstehen, eine nur vom Ausgangselement abhingige Funktion. Diese 
soll im folgenden berechnet werden. 

1. In der anfangs erwihnten Arbeit wurde gezeigt, wie die geoditische 


Ableitung zuriickgefiihrt werden kann auf die Richtungsableitung J lings 


eines auf der Fliche verlaufenden Kurvenstiicks, die unter der Voraussetzung 
vorgenommen wird, da8 das Linienelement, von dem die zu differenzierende 
Funktion abhaingt, mit der Kurve einen konstanten Winkel bildet: Ist ® die 
Linienelementfunktion, s die Bogenlinge der Flachenkurve und @ ihre geo- 
datische Kriimmung, so ergibt sich 

1) Linienelementfunktionen und geoditische Ableitungen in der Flachentheorie. 
Math. Ann. 121, 427 (1950). 
*) Genaue Literaturangaben finden sich in der in FuBnote 1) angegebenen Arbeit. 
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6d d® 
ds ds 
hier bedeutet ®, die Ableitung von ® unter der Annahme, daB sich das 
Argumentelement auf der Stelle dreht, nach dem Drehwinkel. 

Im folgenden miissen wir aber die Voraussetzungen etwas verallgemeinern 
und dementsprechend eine modifizierte Formel anwenden: 

Das Flachenstiick, auf dem wir uns bewegen, mége reell und mit einem 
iiberall reguléren Koordinatennetz iiberzogen sein. Wir wollen zuniichst die 
geodatischen Ableitungen nach den Parametern u und v in den Richtungen 
der Koordinatenlinien v = const, « = const betrachten, die, sobald sie mit 
einem Richtungssinn versehen sind, als Netzlinien bezeichnet seien. 

Vor allem werde nun genau beschrieben, auf welche Weise die Abhangigkeit 
der Funktion ® vom Linienelement ausgedriickt werden soll: Wie der Ort 
auf der Flache durch die beiden Skalare u und v festgelegt wurde, so mége auch 
die Richtung des Elementes durch ein skalares Bestimmungsstiick, namlich 
seinen ,,Azimut‘‘ g angegeben werden, d. h. seinen Winkel gegen eine an jeder 
Stelle anzunehmende ,,Nullrichtung‘‘, die eine integrable Richtungsiiber- 
tragung auf der Fliache definiert; und zwar wollen wir die Nullrichtung durch 
die Winkel und » festlegen, die sie mit den Netzlinien einschlieBt, und die als 
Ortsfunktionen gegeben werden miissen. Ihre Differenz ist der Netzwinkel «, 
unter dem sich diese Linien schneiden: 


(2) b— v=o. 
(Nimmt man es in Kauf, daB die spitere Rechnung unsymmetrisch wird, 
so mag man etwa u = 0 festsetzen; wir wollen jedoch hier keine derart spe- 
zielle Annahme machen.) 

Die Linienelementfunktionen sind nun einfach die von den drei Variabeln 
u,v, pm abhangigen Funktionen 


(3) PD (u, v, —). 


. 7 . 
Die partiellen Ableitungen — = @,, und - = @, bedeuten hiernach 


die Anderungen von ® beim Fortschreiten in den Richtungen v = const und 
u = const, gemessen an den Anderungen von u bzw. v, unter der Voraus- 
setzung, daB der Richtungswinkel des Linienelementes, von dem @ abhiangt, 
gegeniiber der Nullrichtung einen konstanten Wert behalt oder, mit andern 
Worten, das Element immer nach derselben ,,Himmelsrichtung‘ weist. 

Die geodatische Ableitung von ® nach u in der Richtung cer Linie v = const 
wird demnach 


6 @ o@ a@ 6 7p 








(4) — o — ©.quaien, 
ou ou og ou 
. bo ‘ . , 
Es kommt nun alles darauf an, —— zu bestimmen. Um das zu erreichen, 
cu 


machen wir uns klar, daB beim Fortschreiten langs der Linie v = const der 
Winkel » + @ die Stellung eines infinitesimal parallel verschobenen, die 
Fliche allezeit beriihrenden Vektors gegen die Tangente des Weges angeben 


73, Olu + , : 
soll, daB also bei voriibergehender Deutung von « als Zeit ante die relative 


Winkelgeschwindigkeit der infinitesimal parallel verschobenen Beriihrebene 
gegen den Begleitkérper der Kurve ist, lings der wir mit der Geschwindigkeit 
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cy + 0 fortschreiten*); diese Drehgeschwindigkeit ist aber, da die Achse dieser 
Relativdrehung stets die Flachennormale ist, entgegengesetzt gleich der 
Normalkomponente der riumlichen Drehung des Begleitkérpers der Kurve, 
die den Wert G,, hat*}, der gleich dem Produkt der geodatischen Kriimmung G, 
der Netzlinie v = const mit der Fortschreitungsgeschwindigkeit c,, ist: 


» é ( . ) . 
(9) = ‘— , = G.. 





Da u eine reine Ortsfunktion ist, so gilt, wie bei friiherer Gelegenheit®) schon 








‘ ) ) : . 
gezeigt wurde, — P= ~~ = ,, 80 daB wir finden 
4 cu ou 
(6) oe ws fy — Gy. 

ou 

Sonach ist 
‘ 5® , 
(7a) Ou ~ ®,, a (Hu v G,,) D, ° 


Ebenso wird man erhalten 


5® 
av = ®, _ (v, aa G,) ®,; 


(7b) 


G, hangt mit der geodatischen Kriimmung G@, der Netzlinie « = const durch 
die Relation G, = c, G, zusammen. 
, ‘ ‘ —_ . 6 6 6 36d 
2. Jetzt bereitet es keine Schwierigkeiten, a0 8 und ou Do mt berechnen; 
ov u u ov 


es wird 


(5a) 





&@®D = ( a 


Ovau 


7 (v, + G,) aq )(%, (fy + G,) ®,) 


av 
( 8 Gy ' 4.)@ Q\¢ 
" ®.,, — | Meu + ae ®, ™ (My Fy) vp ~ (¥+ I, ) Dow Tr (¥, + G,) (Uy + G,)P oo; 


da (u,, + @,), als Ableitung einer reinen Ortsfunktion nach dem Azimut ver- 
schwindet. Ebenso bekommt man: 


&@D Zz, 7, 
A J Be ae -ies@ 
(8b) Fade (Ga ~ Mu + Fu) 5) (Pe — (re + Gi) Dy) 
0G, y y Y 

- ®., = (v10+ = ®, - (Vp + G,) Pu, " (My + G,) Poy + (My + Gy) (Mp + G,) a 

Wir wollen voraussetzen, daB yu, v und @ stetige gemischte Ableitungen 
nach 4, v und haben; dann ist 4, = Myc: Yur = Your Pug = Poy, Org = Doy, 
mithin wegen (2) f,,—Vuv = ur 
folglich 


(9) 


Oveu eudv 


&e@®D “’@ =(S° Gu ew = 


du av dudv} dg" 


1 se ‘ : ort " 
3) Wenn rt (u, v) der Ortsvektor der Flichenpunkte ist, so ist rt, — —— der Vektor 


der Fortschreitungsgeschwindigkeit, also cy, der skalare Wert von ty; das Analoge gilt 
fiir cy. (Hierbei ist an eine in den dreidimensionalen euklidischen Raum eingebettete 
Flache gedacht, wahrend die Ausfiihrungen des Textes von einer solchen Annahme 
unabhangig sind.) 

4) Vgl. Jber. Dtsch. Math.-Ver. 39, 168 (1930), speziell S. 173 f. 

5) In der in FuBnote ') angegebenen Arbeit auf 8. 433. 
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Der Ausdruck in der Klammer hangt nun aufs engste mit dem Kriimmungs- 
maB K der Flache an der betrachteten Stelle zusammen; nach Bonnet kann 
nimlich dem Theorema egregium von Gauss die Form gegeben werden‘): 

‘ - 
(10) Ke, ¢, sin @ = oes — = : = 
ev Ou dudv 

Bezeichnen wir die nicht verschwindende Ortsfunktion c¢,, c, sin wo — den 
Integranden des Doppelintegrales des Flicheninhalts — mit W, so wird also 

2 2 C 
(11) fe See ee: 
ovdu Oudv ay 

Damit ist das oben gegebene Versprechen eingelést; denn die auf der rechten 

Seite stehende GréBe ist eine Funktion des gleichen Linienelementes wie @. 


Der Vollstandigkeit halber sei bemerkt, daB, wie man leicht auf Grund 


e me : , 6 é ‘ 
von (7a) und (7b) nachrechnen kann, die Operationen oe und 5 ebenso wie 
¢ P 


é ¢ - 
—— und —— vertauschbar sind. 
cv ca 


Wie wir sehen, ist der Operator 


7, 6? 
9 on 
(12) “ato Fai) 
invariant gegeniiber der Gruppe der Parametertransformationen der Fliche. 

Wir erkennen unmittelbar die Richtigkeit des Satzes: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine Linien- 
elementfunktion ® auf einer nicht abwickelbaren Fliche eine reine Orts- 
funktion sei, ist das identische Verschwinden der GréBe, die sich durch An- 
wendung des Operators (12) auf ® ergibt. 

Denn, unabhingig vom Wert von A, ist dafir ja notwendig 
und hinreichend, daB ®, = 0 ist. 

Es mége nun noch die Form gesucht werden, die die Beziehung (11) an- 
nimmt, wenn man statt geoditischer Differentiationen nach den Parametern 
u, v geoditische Richtungsableitungen schlechthin, d. h. nach den Bogenlingen 
8, und s, vornimmt, und zwar zunichst in zwei zueinander senkrechten Rich- 
tungen, die durch die Einheitsvektoren t, und t, in der Flache gegeben seien. 
Da es immer orthogonale Koordinatensysteme gibt, deren Netzlinien die Vek- 
toren t, und t, an der einen betrachteten Stelle beriihren, und da 











13 é . 6 6 ‘ 6 
(13) Cu «06. “a 8 > Ov a 8» 
ist, so wird 

62 56.6 bcy oO 
EF — : — 
Ovou “dav a 8; ov ad 8) 
und 
6? 56 66 dty 4b 
——— =C,-— —— + —— =. 
dudv "dau a8, ou 08, 


6) Siehe Brancut-LuKat, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, Leipzig 1899, 
8.53; ferner Knostaucn, Grundlagen der Differentialgeometrie, Leipzig und Berlin 
1913, S. 208. (Der dort gebrauchte Operator © ist auf 8.16 des Buches durch (1) er- 
klart.) In der hier im Text gebrauchten Form findet man die Beziehung in den Sitzgsber. 
Bayer. Akad. Wiss., Math.-nat. Abt. 1929, 169. (Die Formel ist dort irrtiimlich nach 
LIOUVILLE benannt.) 
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Aus der Flichentheorie erinnern wir uns’), da unter der Voraussetzung 


mt 
(14) w 5 
db ty Cty é in Cy y 
(14a) a a Cy Cy — Cy, Cy Gy, 
Oty Oly é In ty ; ° 
(14b) oT ner Tee ee Tr Cy Cy, Ge 


i 

ist, wo G, und G, wie oben schon die geodatischen Kriimmungen der Netzlinien 

sind. Hiernach wird 
62 & 


cucu oucuv 


2078, " 
folglich, weil wir hier sin ™ = 1 haben, 
. é é r @ ry) » ~@ 
(15) : —G) ' + Gs) LK 0. 
C8, C8, C8, } o8, C¢ 
Es wird kaum nétig sein, darauf hinzuweisen, daB diese Beziehung die ge- 
wohnliche Integrabilititsbedingung fiir reine Ortsfunktionen als Sonderfall 
enthialt. 
a 4 
2 
frei machen; es treten dann an die Stelle von G, und G, Skalare — g, und g, 
von allgemeinerer Bedeutung’), die sich auf die geoditischen Kriimmungen 
der Netzlinien und auf den Netzwinkel zuriickfiihren lassen, und das K ent- 
haltende Glied erhalt den Faktor sin . 


Man kann sich natiirlich auch noch von der Voraussetzung ™ 


SchlieBlich wollen wir noch aus (11) einen einfachen Ausdruck fiir das 
Kriimmungsmaf herleiten: Setzen wir dort ® = @, was erlaubt ist, so erhalten 
wir 

. , 6? 6? p , 

(16) K=(~* -—¥ ):m, 

\Cucv Cveu; 
eine Gleichung, die u. a. als Quelle fiir den Gauss-Bonnetschen Integralsatz 
dienen kann; dieser Gedanke soll aber hier nicht weiter verfolgt werden. 





7) Siehe Cesaro, Lezioni di geometria intrinseca, Napoli 1896, p. 155. (Dort ist 
nur G, mit anderem Vorzeichen gebraucht als hier.) 
8) Vgl. die in FuBnote *) zitierte Arbeit, S. 177f. 


(Eingegangen am 4. November 1949.) 
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Fastperiodische invariante Vektormoduln 
in einem metrischen Vektorraum. 


Von 


Witnerm Maak in Hamburg. 


Kiirzlich erschien eine interessante Abhandlung von H. WEYL, welche den 
Titel ,, Almost periodic invariant vector sets in a metric vector space“ tragt [2]. 
Das Ziel und den Inhalt dieser Arbeit kann man in kurzen Worten etwa 
folgendermaBen wiedergeben: 

Die Hauptsitze der Theorie der Kugelfunktionen lassen sich der Theorie 
fastperiodischer Funktionen auf einer Gruppe einordnen. Es ist die Frage, 
wie dies am besten zu geschehen hat. Wry. deutet die stetigen Funktionen 
der Punkte der Kugeloberfliche als Vektoren in einem metrischen Vektor- 
raum und fiihrt nun unter Anwendung seiner schon aus friiheren Arbeiten 
(siehe z. B. [1]) bekannten Methode eine abstrakte Theorie ,,fastperiodischer 
Vektoren** durch, welche als konkrete Spezialfalle die Theorie der Kugel- 
funktionen, wie auch die Theorie der fastperiodischen Funktiohen auf einer 
willkiirlichen Gruppe umfaBt. Es ist insbesondere die Absicht Wryts, die An- 
wendbarkeit seiner Methode bis zum auBersten zu erproben. 

Die von Wey. betrachteten Vektorriume von méglicherweise iiber- 
abzihlbar vielen Dimensionen lassen sich als Darstellungsmoduln einer Gruppe 
auffassen. Sie werden in endliche irreduzible Darstellungsmoduln aufge- 
spalten. In jedem dieser endlichen Moduln fihrt man eine orthogonal-nor- 
mierte Basis ein. Diese Basisvektoren bilden in ihrer Gesamtheit eine ortho- 
gonal-normierte Basis des Gesamtraumes. Man zeigt namlich, daB eine Voll- 
staindigkeitsrelation erfiillt ist und daB die ,,Fourierreihe* eines jeden (fast- 
periodischen) Vektors ,,im Mittel‘ gegen diesen Vektor konvergiert. Ab- 
schlieBend wird gezeigt, daB jeder solche Vektor auch in einem strengeren 
Sinne durch endliche Linearkombinationen der Basisvektoren approximiert 
werden kann. 

Die Durchfiihrung der skizzierten Theorie erfordert natiirlich, daB der 
Vektorraum einige Voraussetzungen erfiillt. So muB fiir je zwei Vektoren u 
und » des Raumes ein Skalarprodukt erklairt sein, damit man tiberhaupt 
von orthogonal-normiert und von einer Vollsténdigkeitsrelation reden kann. 
Um dem Begriff einer ,,Approximation im strengeren Sinne“ Gestalt geben 
zu kénnen, muB ein Abstand der Vektoren erklart sein. SchlieBlich wird ein 
besonderes Axiom iiber den Zusammenhang zwischen Skalerprodukt und 
Abstand benétigt, um aus dem zuerst bewiesenen Vollstindiykeitssatz den 
Approximationssatz herleiten zu kénnen. Von diesem Axiom sagt WEYL in 
seiner Abhandlung: ,,[ do not deny its arbitrary character, one would wish 
to reduce it to some simpler assumptions.“ 


Unabhangig von WEYL habe ich eine Abhandlung mit dem Titel: ,,Moduln 
fastperiodischer Funktionen“ verfaBt, welche von ahnlichen Fragestellungen 
Mathematische Annalen. 122. 1] 
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wie die Wrytsche Arbeit ausgeht (siehe [5])'). Wenn auch meine Resultate 
auf den ersten Blick wesentlich spezieller zu sein scheinen als die Wry schen, 
so liBt sich doch zeigen, daB der Hauptsatz der Arbeit ,,Moduln fastperio- 
discher Funktionen“* die Wry.tschen Sitze umfaBt. Es ist die Absicht der 
vorliegenden Note, diese Behauptung zu erlautern. 

Dariiber hinaus wird sich ergeben, daB bei unserer Art der Herleitung der 
Weytschen Siatze nicht alle von WEYL aufgestellten Axiome verwandt werden. 
Insbesondere wird sich zeigen, daB sich der Approximationssatz ohne Be- 
nutzung des Vollstindigkeitssatzes beweisen 1iBt. Deshalb wird bei seiner 
Herleitung auch das Skalarprodukt nicht benétigt, und vor allem kann jenes 
Axiom, von dessen willkiirlichem Charakter Wry. spricht, ganzlich fort- 
gelassen werden. 

Das Skalarprodukt wird bei unserer Herleitung nur benutzt, um den Voll- 
stindigkeitssatz zu formulieren. Die Richtigkeit des Satzes folgt dann un- 
mittelbar aus dem Approximationssatz. 

Die unterschiedliche Herleitung der gieichen Siatze ist natiirlich urspriing- 
lich veranlaBt durch eine unterschiedliche Vorstellung, welche sich mit dem 
Begriff des fastperiodischen Vektors u verkniipft. Wry sieht in ihm wirk- 
lich einen Vektor, welcher durch Anwendung der Transformationen x der 
Gruppe & in andere Vektoren u x iibergeht. In der vorliegenden Note ist nicht 
eigentlich der Vektor u, sondern die abstrakte fastperiodische Funktion 
f(x) =u-2 auf der Gruppe G mit Werten in dem Vektorraum Gegenstand 
der Betrachtung. 


Zusammenfassung der Resultate. 

Approximationssatz: In einem méglicherweise tiberabzaihlbardimensionalen 
linearen Vektorraum 8% mit den komplexen Zahlen als Linksoperatoren und 
einer Gruppe & als Rechtsoperatorenbereich sei fiir jedes Element u ¢& 
eine Linge |u| > 0 erklirt, die gegeniiber den Transformationen aus & in- 
variant ist. Jeder Vektor u¢% sei beziiglich dieser Linge fastperiodisch, 
d.h. zu u und zu jedem ¢ > 0 sollen endlich viele Teilmengen %,,. ., Y, 
von & existieren, deren Vereinigungsmenge die ganze Gruppe ist 


W%+---+9,=G 


derart, daB die verschiedenen Elemente eines beliebigen Teiles sich in ihrer 
Wirkung auf u nur um héchstens ¢ unterscheiden 


uz—uyl|<e fiir xz, y € Y;. 


Dann ist ¥ der kleinste abgeschlossene (gegeniiber & invariante) Vektorraum, 
welcher die in 8 enthaltenen endlichen invarianten irreduziblen Vektorriume 
umfaBt. 

Vollstindigkeitssatz: Es habe 8 héchstens abzihlbare Dimension (diese 
Voraussetzung kann durch geringere ersetzt werden, siehe § 3) und in & sei 
ein Skalarprodukt erklirt, welches gegeniiber ( invariant ist. Es sei 

u|| = | (u,u) <!u|. Dann lassen sich in 8 endliche invariante irreduzible 
Moduln &,, B,, ... finden, welche paarweise senkrecht aufeinander stehen und 


a 1) (2 2 , : 
deren Basisvektoren u)”,..., we uf ape u., ... insgesamt ein orthogonal. 


1) Die Drucklegung dieser Arbeit hat sich infolge der schwierigen 4uBeren Verhilt- 
nisse um einige Jahre verzégert. 
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normiertes vollstindiges Vektorsystem in % bilden; d.h.: Ist » irgendein 
Vektor und setzt man «{” =(v, uf”), so gilt die Parsevatsche Gleichung 


EZ | ai” |? = (v, v). 


Der Approximationssatz, angewandt auf den letzteren spezielleren Fall 
eines Vektorraumes % mit der Basis uf, -— ui), ... zeigt, daB jeder Vektor 
u€% durch endliche Linearkombinationen £ a{” u{” approximiert werden 


kann. Dabei sind die a{” im allgemeinen nicht die Fourierkoeffizienten af” 


3 


§ 1. Der Approximationssatz fiir abstrakte fastperiodische Funktionen. 


Ein Vektorraum & ist eine Menge von Elementen u,v, ..., genannt Vek- 
toren, die folgende Eigenschaft hat: 


1. Fiir je zwei beliebige Elemente u, » aus % ist eine Summe u +» =» + u 
erklart, welche wieder in & liegt. 


2. Fiir jedes Element u aus 8 und jede komplexe Zahl « ist ein Produkt 
au =ua erklirt, welches wieder in & liegt. 

3. Es gelten fiir die Summe und das Produkt die tiblichen Rechenregeln 
(Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetze); das eindeutig bestimmte 
Element 0-u aus % heiBt der Nullvektor 0. Stets ist l-u =u. 

Wir wollen annehmen, daf in dem Vektorraum &% eine Lédnge erklart ist, 
d.h. es soll jedem Vektor u eine nichtnegative Zahl |u| zugeordnet sein, 
und diese Zuordnung soll die folgenden Bedingungen erfiillen: 

4. Aus |u| = 0 folgt u = 0. 

5. u+d) Siu) + jd). 

6. |au;) = |a| jul. 


Die Linge der Vektoren erméglicht es uns, von Fundamentalfolgen im 
Vektorraum &% zu sprechen. So soll jede Folge von Vektoren uj, uy, . . . heiBen, 
fiir die 

lim |u, — U,»_| = 0 
n, mM—>0o 
gilt. Eine Vektorfolge u,, u,,... wird konvergent genannt, wenn ein Vektor 
u €% und zu jedem « > 0 eine Zahl N (e) existiert, so daB 


u—uU,| <e fir n > N (e) 


ist. Der Vektor u hei®t der Limes der Folge. Man schreibt u = limu,. Es 
kann sehr wohl sein, daB in einem irgendwie vorgegebenen Vektorraum nicht 
jede Fundamentalfolge konvergiert. Wir wollen aber ausdriicklich von un- 
serem Vektorraum % verlangen, daB er vollstdndig ist, d. h.: 


7. Ist u,, ua... eine Fundamentalfolge, so besitzt diese einen Limes 
= lim u,. 
nc 
Wenn nun eine Gruppe & mit Elementen a, b,..., z, y,... gegeben ist, 


so kann man Funktionen f(x) der Gruppenelemente z betrachten, deren 
Werte { Vektoren aus dem soeben definierten Vektorraum sind. Wir nennen 
eine solche Funktion eine abstrakte fastperiodische Funktion, wenn zu jedem 


11* 
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é > 0 endlich viele Teilmengen %,, . . ., Y%, der Gruppe angegeben werden 

kénnen, deren Vereinigungsmenge (& ist 
G®=—=UA%+---+UH, 

und fir die gilt 

f(exd) —fi(ceyd)| <e, 


wenn nur x, y aus einem &; und c,d beliebig in @ gewahlt sind. 

Man zeigt leicht, daB sich fiir die fastperiodischen Funktionen ein Integral- 
mittelwert M, {f(x)} erkliren laBt. Dieser Mittelwert ist ein Vektor aus &. 
Die Operation {/ + Mf hat die bekannten Eigenschaften eines Integralmittel- 
wertes. AuBerdem ist sie invariant, d.h. es gilt fiir beliebige c,d «@ 

M, {if (exd)} M,{f (x)} 
(siehe z. B. [4]). 

Nach einer bekannten Methode kann man zeigen, daB eine Folge ,,ge- 
falteter* fastperiodischer Funktionen ¢, x f (x) existiert, die gleichmaBig in x 
gegen { konvergiert 

lim @, x f (x) = f (2). 
n> x 


Man setze namlich 
1 (a, b) ob. Gr. f (cad) — f (cbd) 


c,d & 
vi ] 
] nu fir 0 <u <- 


0 fiir <u 
und schlieBlich 
Gn (y) = C, F,(A(1, y)). 
Das C,, wird so bestimmt, dab 
M, {Qn} l 
ist. Dann ist g, x f durch 


Pn X f = My {Gn(y) fly 2)} 
zu erklaren. 

Eine Menge £ von abstrakten fastperiodischen Funktionen heiBbt ein 
Linksmodul, wenn sie mit f und g auch stets af + Pg enthalt («, # willkiirliche 
komplexe Zahlen) und wenn sie mit f(x) auch f (cx) enthalt (c willkirlich 
in G). Ein solcher Modul heiBt abgeschlossen, wenn er mit jeder gleichmaBig 
fiir alle x konvergenten Folge f,, f,,... auch stets den Limes f = lim/, ent- 
halt. Wenn die Zahl der linearunabhaingigen Elemente in dem Modul be- 
schrinkt ist, so wird er endlich genannt. Jeder endliche Modul ist abgeschlossen. 

Ist 2 ein abgeschlossener Linksmodul, so enthalt er mit jeder Funktion 
g € 2 stets auch die gefalteten Funktionen g x g, wobei ¢ willkiirliche numeri- 
sche fastperiodische Funktionen sind. Bedeutet &, den kleinsten abge- 
schlossenen Linksmodul, welcher f enthalt, so gilt also 


vy 7 q * ‘. 
und nennt man die Menge aller Funktionen, die gleichmaBig in x durch Funk- 
tionen » x f approximiert werden kénnen, die abgeschlossene Hiille H [p x f] 
der Menge [¢ x f], so folgt 


2,> H(¢ xf). 
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Andrerseits ist aber 
feH(oxf), 


und auBerdem ist H[q x f] ein abgeschlossener Linksmodul. Deshalb ist 
notwendig 


(1) Q, == H[p xf]. 


Es soll nun bewiesen werden, daB der méglicherweise unendlich dimensionale 
Modul &, in endliche Moduln aufgespalten werden kann. Als Hilfsmittel 
ziehen wir den Hauptsatz tiber numerische fastperiodische Funktionen heran. 
Es sei ® irgend ein abgeschlossener Linksmodul von numerischen fastperiodi- 
schen Funktionen. In ® suche man alle endlichen Teillinksmoduln auf (es 
geniigt sogar, die irreduziblen Teillinksmoduln auszuwahlen). Es ist méglich, 
daB iiberabzaihlbar viele solche Moduln existieren. Wir unterscheiden sie 
durch einen Index y, indem wir die endlichen Teilmoduln von 9 mit 9”) be- 
zeichnen. Dann ist 


(2) R= TR), 


und das soll folgendes bedeuten: Man wihle willkiirlich endlich viele der Jt‘) 
und jedem dieser 9‘) entnehme man willkiirlich eine Funktion gy”). Sodann 
bilde man die endliche Summe dieser Funktionen 2 gy). Die Menge aller 
derartiger Summen bildet einen méglicherweise nicht abgeschlossenen Teil- 
modul von ®. DaB die abgeschlossene Hiille dieses Moduls gerade § ist, 
daB also 


N= H[T yp] 


gilt, deutet die Gleichung (2) an. Die so prazisierte Aussage (2) kann als 
der Hauptsatz iiber fastperiodische Funktionen angesehen werden. 


Der Hauptsatz soll nur auf den Fall abstrakter fastperiodischer Funk- 
tionen iibertragen werden. Wie wir dabei vorzugehen haben, wird durch die 
Formel (1) nahegelegt. Es sei % irgend ein abgeschlossener Linksmodul von 
numerischen fastperiodischen Funktionen gy. Weiter sei f irgend eine ab- 
strakte fastperiodische Funktion. Dann soll ® xf die Menge aller @ x f 
bedeuten. Offenbar ist % x f wieder ein Linksmodul. Wichtig ist, daB MN x f 
ein endlicher Linksmodul bleibt, wenn St selber endlich war; denn linear 
abhingige numerische Funktionen aus % gehen durch Faltung mit f wieder 
in linear abhangige abstrakte Funktionen iiber. Die Gleichung (1) kann man 
nun offenbar auch 


(3) 2, = H[R x f]) 
schreiben, wobei man unter 9% den Modul aller numerischen fastperiodischen 


Funktionen zu verstehen hat. Den Hauptsatz wendet man jetzt an, indem 
man in (3) das ®% durch den Ausdruck (2) ersetzt. Es ergibt sich 


2, = H((2N™) x fi]. 


Diese Formel bedeutet nun offenbar folgendes: Man gebe eine beliebige 
Funktion g ¢ 2, und ein beliebiges e > 0 vor. Dann existieren stets endlich 
viele Moduln %”) und in jedem dieser Moduln eine Funktion gy”), so dab 


\g (x) — Yq” x f(x)| <e 
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fiir alle x. Jede Funktion gy) x f liegt in dem entsprechenden Modul 9) x f. 
Offenbar ist N° x f Cc 2, und auBerdem endlich. Wir nennen diese Moduln 


gy”. So haben wir also bewiesen, daB 
(4) 2= 2 Q” 
ist, wobei diese Gleichung ganz analog derjenigen zu verstehen ist, welche 
den Hauptsatz iber numerische fastperiodische Funktionen wiedergibt. Die 
Gleichung (4) besagt nimlich: Man wihle irgendwelche endlichvielen gy” und 
in jedem dieser Moduln eine Funktion /‘). Sodann bilde man die endliche 
Summe 2 f‘*). Die abgeschlossene Hiille der Menge aller derartiger Summen 
ist &,, also 

2, = A(z ff}. 
Wir bemerken, daB die gy” endliche Teillinksmoduln von &, sind. 


Nun sei 2 irgend ein abgeschlossener Linksmodul, bestehend aus ab- 
strakten fastperiodischen Funktionen. Ist dann f € 2, so gilt auch 2, c &. 


° (vy). . me - 
Dann sind aber auch alle 2; in 2 gelegen und wir finden, daB 
e + o(*) (v) 
feLQ Ry g. 
Suchen wir nun samtliche endlichen Linksmoduln in @ auf und nennen wir 


¥) 


sie etwa 2), dann kommen unter diesen sicher simtliche gy vor. Also ist 
fe LQ, 

Dies gilt fiir jedes f ¢ 2. Also haben wir 
Lc LJ QW. 

Da aber alle 2) c @ sind, folgt 
g —_ Ps Qe), 


D. h.: Ist f (x) irgend eine fastperiodische Funktion aus 2 und ist ¢ > 0 will- 
kiirlich vorgegeben, so existieren endlichviele endliche Moduln 2 c 2 und 
in jedem von ihnen eine Funktion /), so daB fiir alle x 
f(z) — Lf“ (x)! <e 

richtig ist. Dies ist der 

Hauptsatz iiber abstrakte fastperiodische Funktionen: Jeder abgeschlossene 
Linksmodul 2 von abstrakten fastperiodischen Funktionen ist (in dem soeben 
erlduterten Sinne ) Summe sdmtlicher in 2 enthaltenen endlichen Linksmoduln 2) 


g= TQ, 


§ 2. Der Approximationssatz fiir fastperiodische Vektoren. 

Den am Anfang des § 1 formulierten Voraussetzungen iiber den Vektor- 
raum % fiigen wir jetzt einige erginzende Annahmen hinzu. Wir denken uns 
eine Gruppe © gegeben und verlangen, daB fiir jeden Vektor u ¢ % und fir 
jedes Element x ¢ & ein Produkt u x € ¥ erklart ist, welches folgenden Rechen- 
regeln geniigt: 

8. (u+v)zr=uxr+oe2 (au) x = a& (u 2) 

ul=u u(zy) = (uz)y. 
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Hierin bedeutet 1 die Gruppen-Eins. SchlieBlich soll |u| gegeniiber den 
Transformationen der Gruppe invariant sein, also 


9. juz| =u). 


Es sei nun lLein abgeschlossener invarianter Teilmodul von &, d. h. es 
soll 11 c B die am “Anfang des § 1 aufgezihlten 7 Eigenschaften haben, auBer- 
dem soll stets aus u € Ul folgen, daB auch uz ¢ U ist, wobei 2 beliebig in &. 
Die Menge der abstrakten Funktionen f(x) = uz der Elemente x¢€@ mit 
Werten in U bildet dann einen abgeschlossenen Linksmodul 2y von abstrakten 
Funktionen. Ist umgekehrt ein abgeschlossener Linksmodul 2 von abstrakten 
Funktionen f(x) auf @ gegeben, welche simtlich als Funktionen uz auf- 
gefaBt werden kénnen, so entspricht diesem & ein abgeschlossener invarianter 
Teilmodul Up von B, welcher aus der Menge der Funktionswerte der Funktionen 
aus & an der Stelle 1 besteht. Wenn ll ein endlicher Modul ist, so ist auch 2y 
endlich, wenn 2 ein endlicher Modul (von Funktionen u x) ist, so ist auch 
Up endlich. 

Wenn iibrigens zunichst in 8 die Transformation der Vektoren mit Ele- 
menten aus &, d. h. wenn in ¥ die Multiplikation mit Elementen x ¢€ & nicht 
erklart ist, so 14Bt sich folgendes bemerken: Es sei 2 ein abgeschlossener Links- 
modul von abstrakten Funktionen f (x) mit folgenden Eigenschaften: 

a) Aus f,g €2 und f (1) = g (1) folgt f (x) =g (2). 

8) Der Absolutbetrag |f (x)| von Funktionen f ¢ 2 ist von x unabhingig. 
Dann bilde man den Modul WU aller Vektoren, welche als Funktionswerte f (1) 
der Funktionen f ¢€ 2 an der Stelle 1 auftreten. Man setze 


% 2 = f (a), wenn u = f (1). 


Damit hat man dann WU zu einem Modul gemacht, welcher die Bedingungen 
erfillt, die wir am Anfang dieses Paragraphen formulierten. AuBerdem ist 
2 = Qy und WU = Up. 

Zukinftig soll aber stets in 8 das Produkt u x erklart sein und die aufge- 
zihlten Bedingungen erfiillen. In §1 haben wir auseinandergesetzt, wann 
eine Funktion f (x) der Elemente x ¢@ mit Werten in 8 fastperiodisch heiBen 
soll. Wir wollen jetzt einen Vektor u dann fastperiodisch nennen, wenn u x 
eine fastperiodische Funktion ist. Man erkennt (vgl. etwa [3], S. 243), daB 
ein Vektor dann und nur dann fastperiodisch ist, wenn zu jedem ¢ > 0 ein 
System von endlich vielen Teilmengen Y,,..., &, der Gruppe & existiert, 
so daB 


G6=%+---+4%, 
und fiir z, y aus einem beliebigen Teil YU; stets 


juz—uy|<e 
gilt. 

Die Menge aller fastperiodischen Vektoren bildet einen abgeschlossenen 
invarianten Teilmodul 8, von ¥. Der diesem Modul &, entsprechende Modul 2x, 
von abstrakten Funktionen bildet einen abgeschlossenen Teillinksmodul 2, 
siimtlicher fastperiodischen Funktionen. Ist Ul irgend ein abgeschlossener in- 
varianter Teilmodul von %, der nur aus fastperiodischen Vektoren besteht, 
so ist 2, ebenfalls ein abgeschlossener invarianter Linksmodul, bestehend aus 
fastperiodischen Funktionen. Nach unserem Hauptsatz in § 1 ist 


Ly = T Lf’, 
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. { . . ° . + 
wobei Qjj’ die endlichen, in 2y enthaltenen Linksmoduln bedeutet. Jede Funk- 
tion f (x7) = uz aus Qy laBt sich also gleichmaBig in x durch endliche Summen 

x f (2) 
° . . . 7 { 

approximieren, wobei die /‘*) (x) aus den betreffenden Q\j’ stammen. Jedem 
Qi’ entspricht aber ein gewisser endlicher Teilmodul UW von U, so dab 

>(¥) 

Lu = Lum 
wird. Dann darf 

{ (2) =u a 
gesetzt werden, wobei u®™c¢U. Es gibt also zu jedem fastperiodischen 


Vektor u € ll und zu jedem e > 0 endlich viele invariante Teilmoduln 1 c Ul 
und in jedem dieser Moduln einen Vektor u‘”), so daB fiir alle x «G 


ux— 2u™2z\ <é 
ist. Das bedeutet aber, daB insbesondere fiir x | 
u— Ju) <é« 


ist. Damit ist der Approximationssatz fiir fastperiodische Vektoren bewiesen. 

Um diesen Satz einfach formulieren zu kénnen, wollen wir die Summe von 
irgendwelchen mdéglicherweise iiberabzaihlbar vielen Teilmoduln B® Cc 8 er- 
kliren, und zwar soll YB”) den kleinsten abgeschlossenen Modul bedeuten, 
welcher jeden der Moduln ¥ enthalt. Dann lautet unser 


Hauptsatz: Jst 11 c & irgend ein abgeschlossener invarianter Modul von 
fastperiodischen Vektoren, so ist 


Y= Zu, 


wobei die WU) diejenigen endlichen invarianten Moduln bedeuten, welche in U 
enthalten sind. 

Jeder dieser Moduln 11 ist ein Darstellungsmodul von @. Als solcher 
kann er in endlich viele irreduzible Teilmoduln aufgespalten werden. Man 
darf also von vornherein annehmen, daB die 1) irreduzibel sind. 


§ 3. Die Vollstindigkeitsrelation fiir fastperiodische Vektoren. 


Wir denken uns nun, daB in &% je zwei beliebigen Vektoren u, » eine kom- 
plexe Zahl (u,v) als Skalarprodukt zugeordnet ist. Dieses Produkt soll den 
iiblichen Rechenregeln gehorchen. 





Symmetrie: (u, v) (v, u) 
10. Linearitat: (nau + Pv, w) = a (u, w) + ZB (v, w) 
Invarianz: (u x, 2) (u, v). 


Offenbar ist (u, u) eine reelle Zahl. Wir verlangen, daB 
11. u//?=(u,u) stets >0 
ist und daB 
12. aus ju, =0 folgt u=0O. 
SchlieBlich soll zwischen der in § 1 eingefiihrten Linge |u| und unserem Betrag 
u'| >O eines Vektors die Ungleichung 


13. uli siu 
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gelten?). Die vermége |\u|| in ¥ eingefiihrte Metrik ist also offenbar schwacher 
als die mit Hilfe der Lange u| erklirte. Wenn wir daher von Konvergenz 
sprechen, so miissen wir jedesmal unterscheiden, in welchem Sinne diese 
Konvergenz gemeint ist. Wir verabreden, da Konvergenz im Sinne des Be- 
trages | u|| als Konvergenz im Mittel bezeichnet werden soll, wihrend Kon- 
vergenz (ohne Zusatz) den in § 1 erliuterten Begriff bedeuten soll. Wir stellen 
fest, daB jede konvergente Folge auch im Mittel konvergiert; das umgekehrte 
ist nicht notwendig der Fall. 

Nun sei Ul ein Teilmodul von &%, welcher nur aus fastperiodischen Vek- 
toren besteht. In ll betrachten wir saimtliche irreduziblen endlichen Teil- 
moduln Ul). Jeder Modul UU) vermittelt also eine irreduzible Normaldar- 
stellung D(x). Wir wihlen eine irreduzible Darstellung D(x) und suchen 
uns aus den Ul) alle diejenigen Moduln heraus, welche eine zu D (x) aqui- 
valente Darstellung vermitteln. Alle diese 1 vereinigen wir zu einem durch 
U und D(x) eindeutig bestimmten kleinsten Modul Ul,, welcher sie enthilt. 
Es ist denkbar, daB 11, iiberabzahlbarer Dimension ist. Um dies zu verhindern, 
setzen wir voraus, daB U derart beschaffen ist, daB fiir jede irreduzible Dar- 
stellung D(x) der Modul Up) von endlicher Dimension ist. (Es wiirde auch 
eine weniger scharfe Forderung ausreichen, vgl. [2].) Beispiele solcher Moduln Ul 
sind diejenigen kleinsten abgeschlossenen invarianten Moduln, welche end- 
lich viele vorgegebene fastperiodische Vektoren u,,..., u, enthalten. 

Da jeder Modul WU, endlicher Dimension ist, kann man in jedem dieser 
Moduln eine orthogonal-normierte Basis eS, ...,e9” finden. LaBt man die 
Darstellung D ein vollstaindiges System iniquivalenter irreduzibler Dar- 
stellungen durchlaufen, so erhailt man ein méglicherweise tiberabzihlbares 


. . (1) (m) . , . 
System von Basisvektoren ..., ep’,...,¢p ,... Dies Vektorensystem ist 


orthogonal-normiert; wenn nimlich D, und D, iniaquivalente Darstellungen 
sind, so sind nach dem Scuurschen Lemma die Vektoren aus Up, und Up, 
zueinander senkrecht und die e{§’, welche in einem I, liegen, haben wir von 
vornherein orthogonal-normiert gewahlt. 

Wir nennen nun die Zahlen 


(e@) 3(@) 
“aD (u, ep ) 
die Fourierkoeffizienten von u und schreiben 
m ( ) 
’ ’ @) ,\e 
u~ »’ d ap ep. 
D e=1 
Die Summe auf der rechten Seite hat nur formale Bedeutung, sie braucht 
nicht zu konvergieren. Man kann diese Reihe die Fourierreihe von u nennen. 


Wenn die Fourierreihe auch nicht notwendig im Sinne der Linge konver- 
giert, so 1aBt sich doch leicht zeigen, daB die Reihe stets im Mittel gegen u 


2) Das von H. Weyt zusiatzlich benutzte Axiom, von dem in der Einleitung die 
Rede ist, lautet: Ist g eine numerische fastperiodische Funktion und u ein fastperiodi- 
scher Vektor, so gilt, wenn u x = f (x) gesetzt wird: 

(*) lp xX fis iie||: jul! 

DaB einer derartigen Ungleichung zentrale Bedeutung zukommt, geht auch aus der Ar- 
beit [5] hervor (siehe dort §3, Satz 3). Es scheint aber doch ginstiger zu sein, wenn 
man ausnutzt, daf (*) fiir numerische fastperiodische Funktionen von selber erfillt 
ist, denn dann eriibrigt sich dieses Axiom fiir den Vektorraum. 
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konvergiert. Dazu wahlen wir aus dem obigen System iniaquivalenter Dar- 


stellungen endlich viele Darstellungen D,,..., D, willkiiriich aus und be- 


stimmen irgendwelche entsprechenden Zahlen ,. Sodann berechnen wir 


a }?’y 
llu— DD Bb. eB. ||? = |\ul* — 
x=lg=l x 7 


> cr fe) ' y+ cr) (e) (e) 
LT \eVP + TT eV — pV. 
x e x @ 


Man sieht, daB u im Mittel am besten durch Abschnitte der Fourierreihe 


“ait . a (e) (e) . 
approximiert wird. Fir solche Abschnitte ist BD, = aD.» und wir erhalten 


_~ TT Va! o@ lis — | 2. J VW in@ \2 
u fee ds aD ed. u a a |%D,\"- 
x @ ad e 


Wir wissen aus dem vorigen Paragraphen, da u beliebig genau (im Sinne 
der Lange) durch endliche Summen der Gestalt 

B pe ef 
approximiert werden kann. Durch dieselben Summen kann man also u auch 
im Mittel beliebig genau approximieren. Wenn méglich noch besser wird u 
im Mittel durch die Abschnitte der Fourierreihe approximiert. So folgern 
wir also, daB 


’ 


llujz- 3 asp |? 
Dt 
beliebig klein gemacht werden kann. Es ist also 
u 2 — p . a{?) 3, 
D e@ 
und dies ist die Vollstdndigkeitsrelation. Die Summe der rechten Seite ist 
iiber das System inaquivalenter Darstellungen D und iiber die entsprechenden 


o zu erstrecken. 
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Endenverbande von Raumen und Gruppen. 
Von 
Ernst Specker in Ziirich. 


H. FREUDENTHAL hat in der Arbeit [3] offene Raume durch ,,Enden“ 
(dort ,,Endpunkte“ genannt) kompaktifiziert. Spiter hat H. Horr gezeigt, 
daB der Endenraum eines offenen Raumes, in dem eine ,,stark diskontinu- 
ierliche’‘ Gruppe von topologischen Selbstabbildungen mit kompaktem Fun- 
damentalbereich wirkt, durch die algebraische Struktur dieser Gruppe be- 
stimmt ist und daB fiir die Struktur des Endenraumes nur drei Méglichkeiten 
bestehen; da jede Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden als stark dis- 
kontinuierliche Transformationsgruppe auftritt, kann auch der Gruppe selbst 
in natiirlicher Weise ein Endenraum zugeordnet werden [5]. H. FREUDEN- 
THAL hat in der Arbeit [4] an diese Untersuchungen angekniipft und insbe- 
sondere eine direkte Endentheorie von Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden 
entwickelt; es wird dabei zwar in den Definitionen auf ein bestimmtes Er- 
zeugendensystem Bezug genommen, die Auszeichnung dieses Systemes dann 
aber als unwesentlich erkannt. 

In der vorliegenden Arbeit sollen einige dieser Ergebnisse in neuer Form 
dargestellt und einige anschlieBende neue Fragen behandelt werden. Es wird 
dazu sowohl topologischen Raiumen als auch Gruppen ein gewisser BooLEscher 
Verband — der Endenverband — zugeordnet. Der Endenraum tritt dann 
auf als Raum der Primideale dieses Verbandes (im Sinne von M. H. SToneE [7]); 
umgekehrt ist auch der Endenverband durch den Endenraum bestimmt. (Die 
Auffassung der Enden als Primideale ist unausgesprochen schon in derArbeit(4 ] 
von H. FREUDENTHAL enthalten.) Wir werden den folgenden Betrachtungen 
stets den Begriff des Endenverbandes zugrunde legen (die nachtragliche Uber- 
setzung der Ergebnisse in die Sprache des Endenraumes bietet keine Schwie- 
rigkeiten); die Endentheorie erhalt dadurch — soweit sie sich so entwickeln 
lat — einen elementareren Charakter. Darauf, daB der gegebene Raum sich 
durch seine Enden in naheliegender Weise kompaktifizieren l48t, wird nicht 
eingegangen '). 

Der Endenverband eines topologischen Raumes ist definiert als Faktor- 
verband des Verbandes seiner Teilmengen mit kompakter Begrenzung nach 
dem dualen Ideal der kompakten Teilmengen (dabei heiBe eine Teilmenge 
kompakt, wenn jede unendliche Teilmenge ihrer abgeschlossenen Hiille einen 
Haufungspunkt besitzt). 

Zur Definition des Endenverbandes einer Gruppe ist im Verband ihrer 
Teilmengen ein (gewisse Bedingungen erfiillendes) duales Ideal J* auszu- 
zeichnen — die Klasse der Teilmengen, die als ,,beschrankt** zu gelten haben. 
Ist die betrachtete Gruppe topologisch, so wird als dieses duale Ideal die 
Klasse der kompakten Teilmengen gewihlt. Bei diskreten Gruppen wird I* 
die Klasse der Teilmengen sein, deren Michtigkeit kleiner ist als eine gewisse 

1) Die Fragen, die sich auf die Kompaktifizierung eines Raumes beziehen,wurden 


zu einem gewissen Abschlu8 gebracht durch H. FrevpENTHAL: Neuaufbau der Enden- 
theorie, Ann. of Math. 48, 261 (1942). 
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vorgegebene Kardinalzahl. Auf Grund des gewihlten dualen Ideals und der 
Gruppenstruktur wird dann erklart, welche Teilmengen als ,,beschrankt be- 
randet‘* zu gelten haben; der Endenverband wird definiert als Faktorverband 
des Verbandes dieser Teilmengen nach dem zugrunde gelegten dualen Ideal. Ist 
g eine Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden, /* das duale Ideal der endlichen 
Teilmengen, so ist der Raum der Primideale des Endenverbandes homdéo- 
morph dem von H. Horr und H. FRevpDENTHAL betrachteten Endenraum von g; 
diese Wahl von /* kann auch als Sonderfall des ersten der betrachteten Fille auf- 
gefaBt werden: die Gruppe g ist dazu mit der diskreten Topologie zu versehen. 

In Satz I geben wir eine hinreichende Bedingung dafiir an, daB die Enden- 
verbiinde eines Raumes r und einer topologischen Transformationsgruppe g 
von r isomorph sind; der zu Beginn erwihnte Satz von H. Horr ist darin 
enthalten. Als Korollar folgt aus Satz I, daB die Endenverbinde einer topo- 
logischen Gruppe und des ihr zugrunde liegenden Raumes isomorph sind, 
wenn jede kompakte Teilmenge dieses Raumes in einem kompakten Gebiet 
enthalten ist (unter Gebiet ist dabei eine offene und zusammenhangende 
Menge zu verstehen); diese Voraussetzung ist speziell erfiillt, wenn der Raum 
ein zusammenhangender, lokal zuasammenhangender und lokal kompakter Havs- 
porFFscher Raum mit abzahlbarer Basis ist. 

Die Satze II und III beschaftigen sich mit den Endenverbinden von 
Gruppen, die auf Grund des dualen Ideals derjenigen Teilmengen definiert 
sind, deren Michtigkeit kleiner ist als eine gewisse Kardinalzahl; diese Ver- 
biinde enthalten ein, zwei, vier oder unendlich viele Elemente, die entsprechen- 
den Endenriume daher null, eins, zwei oder unendlich viele Punkte (fiir 
Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden ist dies bekannt: H. Horr [5], S. 91). 
Bei abelschen Gruppen kénnen wir erschépfende Kriterien fiir das Auftreten 
dieser Fille angeben; sie beziehen sich teils auf machtigkeits-, teils auf gruppen- 
theoretische Eigenschaften. Es ergibt sich z. B.: der Satz, daB der Endenverband 
einer abelschen Gruppe von der Machtigkeit des Kontinuums mehr als zwei 
Elemente enthalt, ist aquivalent mit der Kontinuumshypothese 2% = x. 
DaB dieser Endenverband mehr als zwei Elemente enthalt, bedeutet: die 
Gruppe besitzt eine solche Teilmenge a, daB sowohl a als auch ihr Komple- 
ment a’ die Machtigkeit des Kontinuums haben, daB aber fiir jedes Gruppen- 
element y die Menge (a + y) © a’ (Durchschnitt der ,,um y verschobenen* 
Menge a mit a’) abzahlbar ist. Unter Annahme der Kontinuumshypothese 
ist die Existenz einer solchen Zerlegung von S. BAanacu [1] fiir die Kreis- 
drehungsgruppe bewiesen worden; W. SIERPINSKI [6] hat gezeigt, daB sich 
die additive Gruppe der reellen Zahlen in 2% solche Teilmengen zerlegen 
laBt, daB jede invariant ist gegeniiber Translation, abgesehen von einer Menge. 
deren Miachtigkeit kleiner ist als die des Kontinuums. 

Beim Beweis dieser Sitze spielen die Gruppen mit endlich vielen Er- 
zeugenden eine Sonderrolle; so versagt unsere Beweismethode fir Gruppen 
mit endlich vielen Erzeugenden, die kein Element unendlicher Ordnung ent- 
halten (die Saitze aber gelten!). Es ist allerdings fraglich, ob es tiberhaupt 
solche unendliche Gruppen gibt. 


1. Vorbereitende Bemerkungen. 
A sei ein Boo.escher Verband mit Einselement. (Zu den verbandstheoreti- 
schen Begriffen vergleiche man G. BrrkHorr [2].) Ein Ideal J von A ist 
eine Teilmenge von A mit der Eigenschaft, daB mit a und b ¢ J auch a bel, 
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mit a¢JI,x¢€A aucha\ x€J; ein duales Ideal J* ist eine solche Teilmenge 
von A, daB mit a,b¢1*,2¢€A aucha b undar x¢I*. Die Menge der- 
jenigen Elemente a, deren Komplement a’ Elemente eines Ideals (eines dualen 
Ideals) sind, bilden ein duales Ideal (ein Ideal). Ist J Ideal von A, so ist in 
natiirlicher Weise der Faktorverband A/J definiert; A/J ist homomorphes 
Bild von A, J ist das Urbild des Einselementes von A/J. Ein Ideal H heiBt 
Hauptideal, wenn es ein solches a¢ A gibt, daB x¢ H genau dann, wenn 
a(\2x =a. Ein Ideal P heiBt Primideal,, wenn es verschieden von A ist 
und wenn a ) 6 nur dann Element von P ist, wenn entweder a € P oder b € P. 
Ein Ideal J ist genau dann Primideal, wenn es nur in den Idealen A und J 
enthalten ist und A + J; jedes Ideal J + A ist in einem Primideal enthalten. 
Ein Boo.escher Verband von 2” Elementen besitzt » Primideale; ein unend- 
licher Bootescher Verband besitzt deren unendlich viele. Nach M. H. Stone [7] 
laBt sich die Menge der Primideale von A folgendermaBen zu einem topologi- 
schen Raume machen: Die Menge der Primideale, die in einem Hauptideal 
enthalten ist, ist Umgebung jedes dieser Primideale. Der so entstehende Raum 
ist ein bikompakter total unzusammenhangender HausporFrFscher Raum; er 
ist genau dann perfekt, wenn A kein atomares Element enthialt. (Ein Ele- 
ment a¢€A heiBt dabei atomar, wenn es vom Nullelement verschieden ist 
und a7 x = x nur fiir x =a und das Nullelement gilt.) Die Menge der in 
einem Hauptideal enthaltenen Primideale ist offen und bikompakt, und zu 
jeder solchen Menge gehdért ein entsprechendes Hauptideal. 


2. Enden von Riéiumen. 

r sei ein topologischer Raum. Eine Teilmenge k von r heibe kompakt, 
wenn jede unendliche Teilmenge der abgeschlossenen Hiille von k einen 
Haufungspunkt besitzt. A (r) sei die Menge der Teilmengen von r, deren 
Begrenzung kompakt ist; A (r) ist ein BooLescher Verband mit Einselement. 
I (r) sei die Menge der Teilmengen von r, deren Komplement kompakt ist; 
I (r) ist ein Ideal von A (r). Der Faktorverband A (r)/J (r) heiBe der Enden- 
verband von r, die Menge seiner Primideale als topologischer Raum der Enden- 
raum von r (der so definierte Endenraum stimmt mit dem von H. FREUDEN- 
THAL in [3] eingefiihrten iiberein). 


3. Enden von Gruppen. 

g sei eine beliebige Gruppe, J* (g) ein solches duales Ideal des Verbandes 
der Teilmengen von g, daB mit k,/¢J* auch k~',k-l1¢1* (k—': Menge der 
x1! mit x¢k,k-l Menge der x-A mit x¢k, A¢l). A (g) sei die Menge der 
Teilmengen a von g mit der Eigenschaft, daB fiir k ¢ I* (g) (ak ~ a’) € I* (g). 
Wie leicht zu sehen, ist A (g) ein Bootescher Verband. J (g) sei das dem 
dualen Ideal J* (g) entsprechende Ideal. Der Faktorverband A (g)/I (g) heibe 
der Endenverband von g beziiglich J* (g). Auf Grund der Zuordnung 
a+ ya(y€g,aCcg) bewirken die Elemente von g Automorphismen von 
A (g)/I (g); es wird nimlich dabei sowohl A (g) als auch J (g) isomorph auf sich 
abgebildet. 

Wir werden die beiden folgenden Fille von Wahlen von /* (g) betrachten: 

a) g sei eine topologische Gruppe; dann wihlen wir als /* (g) die Menge 
der kompakten Teilmengen von g (wobei kompakt in dem in 2) definierten 
Sinn gemeint ist). J* (g) ist offenbar ein duales Ideal, das die gestellten Be- 
dingungen erfiillt. A (g)/I (g) heiBt der Endenverband der topologischen 
Gruppe g. Das Korollar zu Satz I (§ 4) besagt, daB der Endenverband einer 
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topologischen Gruppe und derjenige des ihr zugrunde liegenden Raumes iso- 
morph sind, wenn jede kompakte Teilmenge dieses Raumes in einem kom- 
pakten Gebiet enthalten ist. 

Sonderfall: Die Topologie von g sei die diskrete; J* (g) ist dann das duale 
Ideal der endlichen Teilmengen von g. Beispiel: unendlich zyklische Gruppe 
mit Erzeugender ¢. Die Endenverbinde dieser topologischen Gruppe und 
des ihr zugrunde liegenden Raumes sind nicht isomorph; der erste enthilt 
vier Elemente (deren Klassen durch die ganze Gruppe, die leere Teilmenge, 
die Teilmengen der Elemente C*,& =>0 und ¢*, k <0 repriisentiert werden), 
der zweite deren unendlich viele. 

b) g sei eine diskrete Gruppe, x, eine solche Kardinalzahl, daB x, < x, <9 
(x, Kardinalzahl der abzihlbaren Mengen, g Kardinalzahl von g). J* (g) sei 
das duale Ideal der Teilmengen von g, deren Machtigkeit < x, ist; das duale 
Ideal J* erfillt die gestellten Bedingungen. A (g)/J (g) (J sei dabei das [* ent- 
sprechende Ideal) hei®Be der Endenverband von g beziiglich x,. Die Teil- 
mengen von A (g) sind folgendermafen charakterisiert: a ¢ A (g) genau dann, 
wenn ay /\a’ <x, fiir jedes y¢€g. Ist g abzihlbar, so ist x, = x», und die 
Endentheorie von g beziiglich x, fallt zusammen mit der Endentheorie der 
topologischen Gruppe, die man erhalt, wenn g mit der diskreten Topologie 
versehen wird. 


4. Enden von Raiumen und Gruppen. 

r sei ein topologischer Raum. Jede kompakte Teilmenge von r sei in einem 
kompakten Gebiet enthalten; es ist also insbesondere r zusammenhingend, 
umgekehrt erfiillt z. B. jeder zusammenhingende Hausporrrsche Raum mit 
abzahlbarer Basis, der lokal kompakt und lokal zusammenhiangend ist, diese 
Bedingung. g sei eine topologische Gruppe; es sei ein solcher Homomorphismus 
von g in die Gruppe der topologischen Selbstabbildungen von r gegeben, 
daB die folgenden Bedingungen erfiillt sind (dabei bezeichnet y* die y ¢g 
zugeordnete Abbildung von r): 

I) Es existiert eine solche kompakte Teilmenge s von r, daB die Vereinigung 
der Mengen y* (s) der Raum r ist: 

V y* (8) =r. 
veg 

II) Mit zweien der Grenzwerte lim y; (y;€g). lim 2; (2; €r}, lim yf (2;) 
existiert auch der dritte. 

Wir nennen g eine stark diskontinuierliche Transformationsgruppe von r 
mit kompaktem Fundamentalbereich; fiir Gruppen g mit der diskreten Topo- 
logie stimmt diese Bezeichnungsweise mit jener von H. Hopr [5] iiberein. 
Aus IL folgt: 

II’) Sind ac g und sc r kompakt, so ist \/ «* (s) kompakt. 

aéa 

II”) Sind scr und tcr kompakt und ist «*(s) \t+ @ fir alle «€a, 
so ist a kompakt 

Die Bedingung II) werden wir nur in der Form ihrer Folgen II’) und II”) 
beniitzen 


Satz I. Ist jede kompakte Teilmenge des topologischen Raumes r in einem 
kompakien Gebiet enthalten und ist die topologische Gruppe g stark diskonti- 
nuierliche Transformationsgruppe von r mit kompaktem Fundamentalbereich, 
so sind die Endenverbinde von r und g (kanonisch) isomorph. 
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Fiir Gruppen g mit der diskreten Topologie stammt dieser Satz von 
H. Hopr [5], S. 96 (vgl. auch H. FrevpENTHAL [4], S. 35). 

Korollar. Ist jede kompakte Teilmenge der topologischen Gruppe g in 
einem kompakten Gebiet enthalten, so sind die Endenverbinde der topologi- 
schen Gruppe g und des ihr zugrunde liegenden Raumes isomorph. 


Dem Beweis schicken wir einige Hilfssitze voran. 

Hilfssatz I. Es seien a und b Teilmengen von g, 8 und ¢ kompakte Teil- 
mengen von r; ist a\b= @,a€A(g) (d-hakna’ _kompakt fiir jede kom- 
pakte Teilmenge k von g) “a ist B* (8) 7 iV a*(t)+ 2 fiir jedes f ¢ bd, so ist b 
kompakt. 

Beweis: Zu jedem f ¢ 6 existiert ein solches a,¢€a, daB 2 (8) \a5 (t) + 2, 
d.h. (ag ' B)*(s) (t+. Nach Il’ ist daher ¢ = [ag ' B] ({aj* B): 
Menge der a; f mit B¢€6) kompakt; ferner ist bCa-c, bCa’, also 
bc (a-cer\a’); da a€ A (g), ist (a-c a’) und damit auch b kompakt. 

Hilfssatz II. Sind a, b Elemente ne A (g), 8 kompakte Teilmenge von r, 
a‘\b= @, so ist \/ a* (s) V B* (s) kompakt. 

Beweis: . 


\V/ a* (8) V B* (8) = V [VV a* (8) A B* (s)}; 


a 
c sei die Menge der y€g mit y*(s) ™\ \/ a*(s)+ 2; da (bc) Na= @, 
ist b e nach Hilfssatz | kompakt und daher \/ a* (s) ~ \/ A* (s) = 
a b 
VV [V a*®(s) © B* (s)| in \V B* (s) enthalten und somit kompakt. 
Béebnec a bae 

Hilfssatz III. 8,t C r,s kompakt, t¢ A (r). Die Menge a der a€g mit 

a* (s)C t ist ein Element von A (g). 


Beweis: k sei eine kompakte Teilmenge von g, v eine solche kompakte und 
zusammenhangende Teilmenge von r, daB v Ds U \/ (x~")* (s) (ein solches v 


existiert nach I). £¢€ (ak /\a’) bedeutet: 

1. Es existiert ein solches x ¢k, daB (8 x—)*(s) Ct, dh. B*(v) Nt+ o. 

2. B*(s) Ct, d.h. BF(v) VN’ + 2 

Da £* (v) zusammenhingend ist, hat es mit der kompakten Begrenzung 
von ¢ einen nicht leeren Durchschnitt, und es ist daher nach II” a-kova 
kompakt, d. h. a € A (9). 

Hilfssatz IV. a€A(g), v sei ein kompaktes Fundamentalgebiet (d. h. 
v kompaktes Gebiet und Vv y* (v) =r); dann ist die Begrenzung von \/a* (v) 
kompakt. ° 

Beweis: b sei die Menge der #8 €g mit £* (v) ~\ Bgr V a* (v) + -V B* (v) 


enthilt die Begrenzung von \/ a*(v), es ist daher by: @. Da 


B*(v) \ \/ a* (v) + @, ist nach Hilfssatz I b und nach II’ auch \/ f* (v) 
a b 
kompakt. 
Hilfssatz V. v sei ein kompaktes Fundamentalgebiet, s € A (r); a sei die 
Menge der a¢€g mit «*(v)Cs. Dann ist der Durchschnitt von s mit dem 


Komplement von \/ «* (v) kompakt. 
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Beweis: b sei die Menge der f¢a’, fiir welche B* (v) \s+ 2. \/ B* (v) 
b 


enthalt s ~ [\/ a*(v)|’; denn ist 7¢€s [VV a*(v)]’, so existiert ein y mit 
a a 
a€ y*(v) und es ist y¢a’, da 7¢\/a*(v). Fir Bcd ist B*(v) 18+ @ 
a 
und #*(v) \ s’+ o, da B¢a’. Die zusammenhingende Menge #*(v) hat 
daher mit der Begrenzung von s einen nicht leeren Durchschnitt, b ist somit 
nach II’ kompakt. Mit 6 ist auch \/ #*(v) und s [\/ a* (v)]’ kompakt. 
b a 
Beweis von Satz I: v sei ein kompaktes Fundamentalgebiet. Einem Ele- 
ment a¢ A (g) ordnen wir \/ «* (v) zu; diese Menge gehért nach Hilfssatz 1V 
a 
zu A (r); wir ordnen ihr die entsprechende Restklasse in A (r)/J (r) zu und 
haben damit eine Abbildung von A (g) in A (r)/J (r) definiert. Diese Abbil- 
dung ist ein Homomorphismus: 
Beziiglich der Vereinigung ist sogar die Abbildung von A (g) in A (r) ein 
Homomorphismus. Beziiglich Durchschnitt: 


Nach Hilfssatz II ist \/ y*(v) \ \/ y*(v) kompakt; ferner ist 
ay a’ ~b 
y* (ve) ULV y* (&) 0 V * (e)] Vi. ¥* (ev) Vy (v) 
ab av ab (a .b)V (a,b’) (a ~ bb) (a’ ~ b) 
y* (v) / y* (v). 
a b 


A (g) wird auf A (r)/I (r) abgebildet: s reprisentiere ein Element von A (r)/I (r); 
a sei die Menge der « € g mit «* (v)c s. Nach Hilfssatz III gehért a zu A (g) 
und nach Hilfssatz V sind s und \/ «* (v) Elemente derselben Restklasse von 
a 
A (r)/I (r). Der Kern des Homomorphismus ist J (g); denn mit @ ist auch 
a* (v) kompakt und umgekehrt. 
* Damit ist die Isomorphie von A (g)/I (g) und A (r)/J (r) bewiesen. 

Der konstruierte Isomorphismus ist unabhingig vom zugrunde gelegten 
kompakten Fundamentalgebiet: v und w seien zwei solche Gebiete, es darf 
w >v angenommen werden. Dann lautet die Behauptung: Fiir a ¢ A (g) ist 
t J a*(w) \ [\/ a*(v)|’ kompakt. Es sei b die Menge der f¢€a’ mit 

a 


A* (v) At+ 2; es ist \/ B*(v) Dt und \/ a* (w) 4 f* (v) + @ fiir BED, b daher 
b 


nach Hilfssatz Il kompakt; damit ist auch \/ #* (v) und ¢ kompakt. 
b 


5. Enden diskreter Gruppen. 

g sei eine unendliche Gruppe. g die Machtigkeit von g, x, eine Kardinal- 
zahl < g, 1* das duale Ideal der Teilmengen von g, deren Miachtigkeit < x, 
ist, J das /* entsprechende Ideal, A/J der zugeordnete Endenverband. Wir 
zeigen: 

Satz Il. Der Endenverband A/I enthalt zwei vier oder unendlich viele Ele- 
mente; und zwar vier Elemente dann und nur dann, wenn g einen unendlich 
zyklischen Normalteiler von endlichem Index enthdlt (insbesondere also 
g = Ke ~ %o)- 

Zusatz. Falls der Verband A/J unendlich ist, enthalt er kein atomares 
Element, auBer méglicherweise in folgendem Fall: g ist abzihlbar, enthilt 
eine unendliche Untergruppe mit endlich vielen Erzeugenden, besitzt aber 
selbst nicht deren endlich viele. 
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Satz III. Ist g abelsch, so enthalt A/I genau dann unendlich viele Elemente, 
wenn entweder 9 = *, > %, oder g = x, = x, und jede Untergruppe von g mit 
endlich vielen Erzeugenden endlich ist. 

Zusatz: Der unendliche Endenverband einer abelschen Gruppe enthilt 
kein atomares Element. 

Die in diesen Satzen enthaltenen Aussagen iiber Gruppen mit endlich 
vielen Erzeugenden sind bekannt (H. Horr [5], insbesondere S. 93 und 97). 

Aus Satz II und Satz III folgt: Eine abelsche Gruppe von der Michtigkeit 
des Kontinuums besitzt genau dann eine solche Teilmenge a, daB weder a 
noch a’, wohl aber (a + y) © a’ (fiir jedes y €g) abzahlbar ist, wenn 2%» = x,. 
(Vgl. S. Banacu [1], S. 15, W. SrerprNsxr [6], S. 317.) 

Zum Beweis der Satze II und III und ihrer Zusitze unterscheiden wir 
drei Fille. 

a) x, = 9; falls « = 0, sei jede Untergruppe von g mit endlich vielen Er- 
zeugenden endlich. Dann enthalt der Verband A/J kein atomares Element, 
d. h. zu a¢€ A,a¢J* existieren solche a; ¢ A, a;¢ J* (i = 1, 2), daB a, Ua, =a, 
a, (\a,€1*; A/I ist daher unendlich. 

Beweis: Die kleinste Untergruppe von g, welche a enthilt, ist g. Sei niim- 
lich aC h, h Untergruppe von g; da @ =x, und ay/f\a’ < x,, existiert zu 
jedem y¢g ein solches a€a, daB aycach, dh. y€Ca-'h=h. Die Ele- 
mente von a seien wohlgeordnet nach dem Typus w,: {%}:<o,-g, sei die 


kleinste Untergruppe von g, welche alle Elemente «,,§ <1, enthialt; die 
Vereinigung der Gruppen g, ist die Gruppe g. Ferner ist g, < x,; im Falle 
x, > %) hat namlich die von einer Teilmenge erzeugte Untergruppe dieselbe 
Michtigkeit wie die Teilmenge, im Falle x, = x, haben wir gefordert, dab 
jede von endlich vielen Elementen erzeugte Untergruppe endlich ist. 6 sei 
nun die Menge der Elemente der Form a,;-y;, y;€g: Es ist b€A, d.h. 


by \b' <x, fir y¢€g. Es existiert namlich ein solches 7, daB y€g,; dann 
ist by \ BC [Oe Ve Vig cn C Go» % = 4 6,a,=a07) b’ sind Elemente 
von A; a, enthialt die Elemente «,+, a, die Elemente «,: +1, es ist daher a; = x, 
und damit a; ¢ J*. 


b) Es sei x, <g. Dann enthilt A/J zwei Elemente oder kein atomares 
Element; wenn g abelsch ist, enthalt A/J zwei Elemente. 


Beweis: A/J enthalte mehr als zwei Elemente; dann ist das Einselement 


von A/J nicht atomar. Es sei also a¢ A, 4,a'’>%x,; m,C a,m,C a’ seien 
Mengen der Machtigkeit «,, m =m, m,. Daayura’ <x,, istamna’ S%,; 
es existiert daher ein solches y¢€a, dab ymoad= 2, dh ymCa. 
Wir setzen a, = ya\a,a,= yaa’; es ist a,¢ A,a,va,=a. Da a; 
die Menge m, enthilt, ist a; > x,, d.h. a;¢J*. Wenn g abelsch ist, so ist 





yar\a' =ay\a' <x,, A/I enthalt daher genau zwei Elemente. 

c) Es bleibt noch der folgende Fall zu behandeln: 

g = *, = %, und g enthalt eine unendliche Untergruppe mit endlich vielen 
Erzeugenden. Wir beweisen zunichst einen (sich nicht nur auf diesen Fall 
beziehenden) 

Hilfssatz: Der Endenverband A/I einer Gruppe g (berechnet unter Zu- 
grundelegung des dualen Ideals der endlichen Teilmengen) enthalte ein vom 
Null- und Einselement verschiedenes Element, das invariant ist bei der g 
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entsprechenden Automorphismengruppe von A/J; dann hat jede unendliche 
Untergruppe A von g mit endlich vielen Erzeugenden endlichen Index in g. 

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es ein solches a ¢ A, daB a und a’ un- 
endlich und fiir alle y¢€g ya‘ a’ endlich ist; wir diirfen annehmen, daB 
h, =a /\h unendlich ist (andernfalls werden a und a’ vertauscht). yh, a’ 
ist endlich, zu jedem y¢g existiert daher ein 7 ¢€h mit yy €a. [m,.-.. Hp] 
sei eine solche endliche Teilmenge von h, daB jedes Element von A als Produkt 
von 7; darstellbar ist. Ist y €a’, so gibt es ein solches 7 € A und ein solches 7;, 
daB yn éa’, ynn€a. Es sei \/ (an,\a') =[yy,---) Ym)i zu jedem y€a’ 


’ 
existiert dann ein 7 €h und ein y, so, daB yy = yy, dh. a’ C \/ yh, 


t 
a’ ist somit in der Vereinigung endlich vieler Restklassen von g nach h enthalten. 
Da a’ unendlich ist, gibt es ein solches y;, daB a’ /\ y; h unendlich ist; h, sei 
eine solche unendliche Teilmenge von h, daB y;h, c a’. Die endliche Menge 


yj ‘a’ a enthilt h, a; hy a’ und h a’ sind daher unendlich. Derselbe 
SchluB wie oben zeigt nun, daB auch a in der Vereinigung endlich vieler Rest- 
klassen enthalten ist; A hat daher endlichen Index in g. 

Ist g* eine Untergruppe von g von endlichem Index, sosind die Endenverbainde 
von g und von g* isomorph; ein Isomorphismus wird vermittelt durch den 
Homomorphismus a + k (a -\ g*) von A (g) auf A (g*)/J (g*) (a€ A (g), &(b) 
Klasse von 6 € A (g*) in A (g*)/I (g*)), dessen Kern J (g) ist. 

Es ist nun die Giltigkeit der Saitze II und III und ihrer Zusitze fiir ab- 
zihlbare Gruppen g (g = *, = *,) nachzuweisen, die eine unendliche Unter- 
gruppe mit endlich vielen Erzeugenden besitzen. g* sei die Untergruppe der- 
jenigen Elemente von g, denen der identische Automorphismus von A (g)/I (g) 
zugeordnet ist. Wir setzen voraus, daB g abelsch oder der Endenverband 
von g endlich ist. Dann hat g* endlichen Index in g, auch g* enthalt daher 
eine unendliche Untergruppe A* mit endlich vielen Erzeugenden. Es enthalte 
nun der Endenverband von g (und damit derjenige von g*) mehr als zwei Ele- 
mente. Dann hat h* nach dem Hilfssatz endlichen Index in g*. Enthilt die 
Gruppe h* eine unendlich zyklische Untergruppe z, so besitzt diese endlichen 
Index in A* und damit auch in g: der Endenverband von g enthalt vier Ele- 
mente, und g besitzt einen unendlich zyklischen Normalteiler (wie leicht zu 
sehen, enthilt jede Gruppe, die eine unendlich zyklische Untergruppe von 
endlichem Index besitzt, sogar einen solchen Normalteiler). Falls g abelsch 
ist, enthailt h* ein Element unendlicher Ordnung: Satz III und sein Zusatz 
ist damit bewiesen. Auch Satz II ist bewiesen, auBer fiir Gruppen mit endlich 
vielen Erzeugenden, deren simtliche Elemente endliche Ordnung haben; der 
Endenverband solcher Gruppen enthalt nach H. FREUDENTHAL [4], S. 27 
zwei Elemente. Der Zusatz zu Satz II ist bewiesen fiir alle Gruppen, auBer fiir 
diejenigen, welche endlich viele Erzeugende besitzen; fiir solche Gruppen aber 
gilt er nach H. Hopr [5], S. 91. 
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Neue Ungleichungen fiir konvexe Rotationskérper. 
Von 
H, Hapwieer in Bern. 


Es bezeichne F die Oberfliche, V das Volumen und a den Aquatorradius') 
eines konvexen Rotationskérpers. Offenbar bestehen verschiedene Relationen 
zwischen den drei genannten MaBzahlen. In erster Linie méchte ich die 
beiden Ungleichungen 


(I) V <5 (F420), 
(II) V25(F -2 20%) 


nennen*); hiervon ist die erste als Verschirfung der isoperimetrischen Un- 
gleichung wohlbekannt’). 

In (I) gilt das Gleichheitszeichen fiir den Kugelzylinder und in (II) nur 
fiir die Kreisscheibe. Die rechten Seiten von (I) und (II) stellen demnach 
nicht fiir alle in Frage kommenden Wertepaare 2 2 a* < F < o die exakten 
oberen und unteren Schranken der méglichen V dar. In (1) kann das Gleich- 
heitszeichen nur fiir die Wertepaare 4 2a* < F < oo in Betracht kommen, 
da nur fiir dieses Intervall Kugelzylinder existieren. In (II) steht das Gleich- 
heitszeichen sogar nur fiir das triviale Wertepaar 2 2 a* = F. 

Das Ziel dieser Arbeit ist es, das in dem soeben erérterten Sinne unvoll- 
staindige Ungleichungssystem (I)/(II) durch das entsprechende vollstandige 
zu ersetzen. Dieses lautet: 

l 


(Ia) i =< yiax (F +4 2a*) /F — 2 xa? (22a®? <F <4 za?%), 
(Ib) V << (3F —4 xa") (42a? <F <«), 
(IIa) V =o (F—2 xa) (2 xa? <F< =), 
(IIb) V2“ FR —22a) (+o <P <a). 


In (Ia) steht das Gleichheitszeichen fiir die symmetrische Kugellinse. 
Die hierdurch zum Ausdruck gebrachte Extremaleigenschaft dieses Kérpers 
ist bekannt*). Ungleichung (Ib) ist abgesehen von der Einschrinkung des 





1) Unter dem Aquatorradius eines Rotationskérpers verstehen wir hier den Radius 
eines gréBten Breitenkreises. 

*) In einer kiirzlich erschienenen Note ,,Elementare Studie itiber konvexe Rotations- 
kérper“*, Math. Nachr. 2, 114 (1949) habe ich fiir die vier MaBzahlen a, M,F, V acht 
Ungleichungen nachgewiesen. Die in unserem Text zitierten Ungleichungen (I) und (II) 
sind zwei hiervon, welche sich auf die Kombination a, F, V beziehen. 

3) Diese wurde meines Wissens erstmals von T. BonngsEN bewiesen. Vgl z.B. 
Acta math. (Uppsala) 48, 123 (1926). 

*) Vgl.den sich auf Rotationskérper beziehenden Teil der Abhandlung von E. ScumiprT: 
Math. Z. 44, 689 (1939). Ferner: A. Dryeuas, Math. Z. 47, 677 (1942), insbesondere 
Kapitel V, wo im Spezialfall des n-dim. euklidischen Raumes die kugelzylinderférmigen 


12* 
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Geltungsbereiches identisch mit (1); das Gleichheitszeichen gilt fiir den Kugel- 
zylinder. Die vollstindige Schar derjenigen Extremalkérper, welche bei vor- 
gegebenem Aquatorradius a und gegebener Oberfliche F das maximale Vo- 
lumen V aufzuweisen haben, ist gegeben durch die Schar der symmetrischen 
Kugellinsen (flache Form), welche in der Schar der Kugelzylinder (lange Form) 
ihre Fortsetzung findet. Der gemeinsame Grenzkoérper ist die Kugel (runde 
Form). 

In (Ila) steht das Gleichheitszeichen fiir (flache) Zylinder und in (IIb) fir 
(lange einseitige) Kegel. Diese elementaren Rotationskérper haben also die 
Extremaleigenschaft, bei vorgegebenem Aquatorradius a und gegebener Ober- 
fliche F das minimale Volumen V zu realisieren. Die vollstandige Schar 


, . . , . we. : : , 
dieser Extremalkérper weist an der Stelle F = _* a® eine Unstetigkeit 
» 





auf, insofern als sich dort die Gestalt der zustaéndigen Extremalkérper in 
unstetiger Weise wandelt. Fir das betreffende Wertepaar a, F sind gleich- 
zeitig zwei verschiedene Extremalkérper vorhanden, namlich einmal der Zy- 


linder vom Radius a und der Héhe — a einerseits und der Kegel vom Radius 


9 


- 1 , 
a und der Hohe a andererseits. 


Das Ungleichungssystem (I a)/(I b)/(I1 a)/(II b) ist vollstandig, d. h. es enthalt 
alle zwischen den drei MaBzahlen a, F und V bestehenden Relationen. Not- 
wendig und hinreichend dafiir, daB sich drei Zahlen a, F und V (a> 0, 
F >2 xa*, V = 0) durch einen konvexen Rotationskérper als Aquatorradius, 
Oberfliche und Volumen interpretieren lassen, ist die simultane Giltigkeit 
der vier Relationen des Systems. 

Die Notwendigkeit ist in dieser Arbeit nachgewiesen. Das Hinreichen im 
oben erklarten Sinne schlieBt man leicht auf Grund der einfachen Feststellung, 
daB sich sowohl eine symmetrische Kugellinse als auch ein Kugelzylinder 
so in einen einseitigen Kegel oder auch in einen Zylinder stetig deformieren 
laBt, daB hierbei sowohl der Aquatorradius als auch die Oberfliche bestiandig 
einen unveranderlichen Wert beibehalten. Da sich bei dieser Verwandlung 
das Volumen stetig andert, muB dieses jeden Zwischenwert, d. h. jeden Wert 
zwischen der oberen und unteren Volumschranke, einmal annehmen. 

Wir fiihren nun die erforderlichen Beweise. Es sei A ein konvexer Ro- 
tationskérper mit den drei MaBzahlen a, F und V. K bzw. Z bezeichne den 
(einseitigen) Kegel bzw. den Zylinder, der mit A den gleichen Aquatorradius 
a und die gleiche Oberfliche F aufzuweisen habe, so daB 


(1) F =F (A) =F (Z) = F (K) 

gilt. Elementare Umrechnungen ergeben 

(2) V (2) => (F —2 20°), 

(3) V(K)= {VF -220)F. 

Nun verifiziert sich leicht, daB 

(4) V (Z) < V(R) (2 nat =F <="), 


sowie die linsenférmigen extremalen Rotationskérper behandelt sind. Im 3-dim. Fall 
habe ich diese Ergebnisse auf elementare Weise gewonnen. Vgl. hierzu Rev. Hisp. 
Amer. 1, 3 (1949). 
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(5) V (Z) > V (RK) — <F< co) 


gilt. Im Hinblick auf diese Verhiltnisse ergibt sich, daB die mit (IIa) und 
(IIb) zum Ausdruck gebrachte Behauptung kurz zusammengefaBt werden 
kann durch 


(6) V = V (A) 2 Min[V (Z), V (K)]. 
Es gilt demnach (6) zu beweisen. ; 

Unter einem n-gliedrigen polygonalen Rotationskérper P, verstehen wir 
im folgenden einen konvexen Rotationskérper, der sich durch orthogonal 
zur Achse gefiihrte Schnitte in n Kegelstumpfkérper zerlegen laBt. -Dies soll 
durch die Formel 
(7) P,=8,+85,+---+S, 


ausgedriickt werden. Hierbei soll S, einen Kegelstumpfkérper bezeichnen. 
Zur spiteren Verfiigung halten wir die Bezeichnungen p,_, und p, fiir den 
linksseitigen und rechtsseitigen Bodenkreisradius und «, fiir den (halben) 


Offnungswinkel (der nichtstumpfe Winkel, der von der Mantelflichennormale 


und der Rotationsachse gebildet wird, ist = - a, fest. Hierbei hat man 
sich die Achse horizontal zu denken, und die Numerierung der Segmente 8S, 
hat von links nach rechts zu erfolgen. 

Da sich ein beliebiger konvexer Rotationskérper A durch polygonale 
Rotationskérper P,, in der geliufigen Weise approximieren laBt, geniigt es 
offenbar, die Behauptung (6) fiir die P,, zu beweisen. 

Um einen nach n fortschreitenden Induktionsbeweis in die Wege zu leiten, 
sollen zunachst drei Aussagen, die sich auf die Volumina oberflachengleicher 
elementarer Rotationskérper beziehen, bereitgehalten werden. 

Aussage 1. 

Es sei S ein Kegelstumpf mit den beiden Bodenkreisradien p und g (p> q) 
und dem Offnungswinkel «> 0. Es werde der Bodenkreis mit dem Radius p 
festgelassen und S so variiert, daB die Oberflache F (S) ihren Wert beibehalt. 
Das Volumen V (S) wird so eine Funktion V («) des nunmehr variablen 
Offnungswinkels «, der im Intervall «’ <a <«” variieren mége. Dann ist 
(8) V (a) > Min [V (a’), V (’’)}. 

Aussage 2. 

Es sei 7 ein (zweigliedriger) konvexer Rotationskérper, der aus einem 
Kegelstumpf S mit den beiden Bodenkreisradien p und g (p = q) und dem 
Offnungswinkel « und einem Kegel K mit dem Radius q und dem Offnungs- 


winkel # zusammengesetzt ist. Es ist offenbar 0 <a < 6B < _ . Es soll nun 
der Bodenkreis mit dem Radius p festgelassen und 7’ so variiert werden, 
daB « fest bleibt und die Oberflache F (7') ihren Wert beibehilt. Das Volumen 
V (1) wird so eine Funktion V (8) des nunmehr variablen Offnungswinkels 8, 
wobei f im Intervall #’ < 8 < f#” variieren mége. Dann ist 
(9) V (B) = Min [V (f’), V (6")). 

Aussage 3. 


Es sei 7 ein (zweigliedriger) konvexer Rotationskérper, der aus zwei 
Kegeln K und K® mit dem Radius p und den Offnungswinkeln y und y® zu- 
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sammengesetzt ist. Der gemeinsame Kegelradius p soll fest gelassen und der 
Doppelkegel 7’ so variiert werden, daB die Oberfliche F (7) ihren Wert bei- 
behalt. Das Volumen V (7') wird so eine Funktion V (y) des nunmehr ver- 
ainderlichen Winkels y, wobei y im Intervall y’ < y < y” variieren mége. 
Dann ist 
(10) V (y) > Min [V (y’), V (y’’)). 

Die Verifikation der drei Aussagen la8t sich auf Grund der Diskussion 
der drei maBgeblichen elementaren Funktionen V (a), V (8) und V (y) bewerk- 
stelligen®). Diese Funktionen sind 


y ap 1—Asina\3) | 

(11) V (a) = ; otga{ 1 VI | rf 
3 So sco ae 3 
(12) V (p) Fox VC Ame (tga — ete) 
sin B 
. ap / / i er 
Hierbei ist die HilfsgréBe A durch 
(14) 4=2=2 
ap 


gegeben, so daB wegen F => 2 2p? also A = 1 ist. 
Die im Hinblick auf die geometrische Sachlage in Frage stehenden Giiltig- 
keitsintervalle fiir die drei Funktionen sind 


in (11): O<a<are sin 5 ; 
“ , a ee ~s 
(15) in (12): are sin = B 5° 
: . ae ee at 
in (13): are sin | YS5° 


Im Innern der angegebenen Giiltigkeitsintervalle sind die drei elementaren 
Funktionen analytisch. Sie besitzen dort nirgends eigentliche Minima, 
so daB das absolute Minimum einer solchen Funktion auf einem abgeschlosse- 
nen Teilintervall in einem der beiden Endpunkte angenommen wird; dies ist 
indessen gleichbedeutend mit dem, was durch die drei Aussagen ausgedriickt ist. 

Nach diesen Vorbereitungen fiihren wir den induktiven Beweis der Be- 
hauptung (6) fiir konvexe polygonale Rotationskérper P,,, wie diese mit (7) 
eingefiihrt wurden. 

Wir zeigen zunichst: Ist n => 3, so gibt es zu dem n-gliedrigen P,, stets 
einen (n — 1)-gliedrigen P,_, mit gleichem Aquatorradius, so dab 


(16) F (P,) =F (Pa—1); V (Py) = V (Pa-1) 


gilt. In der Tat: Es sei P, = S, + S,+---+S,; und ohne Einschrankung 
der Allgemeinheit darf angenommen werden, da8 der 2-gliedrige Teilkérper 





_ 5) Die ersten Ableitungen der Funktionen sind im rechten Endpunkt der fraglichen 
Diskussionsintervalle negativ und weisen im Innern héchstens eine Nullstelle auf, so 
dab sich dort héchstens ein Extremum ausbildet; dieses kann offenbar nur ein Maximum 
sein. 
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T = 8, + S, ganz auf der linken Seite einer passend gelegten Aquatorebene 
von P,, liegt. 


1. Fall; S, sei ein Kegelstumpf, nicht aber ein Kegel. 


Indem wir den rechtsseitigen Bodenkreis vom Radius p, festlassen, va- 
riieren wir S, so, daB die Oberflache von S,, also auch diejenige von P,, fest- 
bleibt, und so, daB der variierte Kérper P,, stets konvex bleibt. Hierbei 
kann der variable Offnungswinkel «, von S, im Intervall «, < «, < @ vari- 
ieren, wobei «, den Offnungswinkel des rechts anschlieBenden Segmentes S, 
und den Offnungswinkel des mit S, oberflichengleichen Kegels bezeichnen. 
Nach Aussage 1 ist nun 


(17) V (S,) > Min [V (S, [a]), V (S, [¢]))- 

Unterfall A: Es sei V (S,) = V (S, [a,]). 

Nun beachte man, daB das Segment S, («,) mit dem rechts anschlieBenden 
Segment S, zu einem einzigen Kegelstumpf vereinigt werden kann, so daB 
sich der variierte Kérper P, als ein P,_, interpretieren laBt. Die fiir diesen 
Unterfall giiltige Volumrelation iibertraigt sich sinngeméB auf die Gesamt- 
kérper P, und P,_,. Damit ist (16) bestiatigt. 

Unterfall B: Es sei V (S,) => V (S, [¢)). 


Jetzt ist das Segment S, (gy) ein Kegel und damit ist eine Sachlage ge- 
geben, mit welcher wir uns mit dem nichstfolgenden 2. Fall auseinander- 
setzen. Es ist nur festzuhalten, daB wir ausgehend vom urspriinglichen P,, 
einen variierten P;, gefunden haben, fiir den sich nach Ubertragung der fiir 
diesen Unterfall geltenden Volumrelation die Beziehung V (P,,) = V (P,) ge- 
winnen laBt, wobei nun das erste Segment S; von P, ein Kegel ist. 


2. Fall: S, sei ein Kegel. Wir betrachten den 2-gliedrigen Ké6rper 
T = S, + 8S, und variieren T so, daB der rechtsseitige Bodenkreis von 7’ vom 
Radius p, sowie auch der Offnungswinkel «, des Kegelstumpfes S, festbleiben 
und so, daB die Oberfliche von 7’, also auch diejenige von P,, unveriandert 
bleibt. P,, bleibt hierbei stets konvex. Der nunmehr variable Offnungswinkel «, 
von S, variiert hierbei im Intervall ysa,< ; , wobei y den Offnungs- 
winkel des mit 7' oberflichengleichen Kegels vom Radius p, bezeichnet. Nach 
Aussage 2 hat man 


(18) V (7) = Min 





V (T ly), v (7 [3}))]. 
Unterfall A: Es sei V (7) > V (T [yp)). 
Der variierte Kérper 7 (wy) ist ein einziger Kegel, so daB der variierte 


Kérper P;, sich als ein P,,_ ; interpretieren la8t. Ubertragen wir die fiir diesen 
Unterfall giiltige Volumrelation auf diese Gesamtkérper, so ergibt sich (16). 


Unterfall B: Es sei V(T) >V (73). 


i2 
Der variierte Kérper 7 3) ist ein einziger Kegelstumpf mit dem Offnungs- 


winkel «, und der variierte Kérper P;, kann wieder als ein P, _ ; interpretiert 
werden. Die Ubertragung der Volumrelation des vorliegenden Unterfalles 
auf die Gesamtkérper fiihrt erneut zu (16). 


Damit ist der Beweis der in (16) ausgesprochenen Behauptung vollstandig. 
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Um die Behauptung (6) fiir beliebige konvexe polygonale Rotations- 
kérper P,, zu beweisen, geniigt es nach (16) offenbar, den Nachweis fiir n = 1 
und » = 2 zu fihren. 

(a) Es sei n l. 

Der eingliedrige Kérper P, = S, ist ein Kegelstumpf und es kann etwa 
p~, = @ angenommen werden. Mit der gleichen Argumentation wie beim Be- 
weis von (16) im 1. Fall, wobei allerdings an Stelle von a, der Winkel 0 zu 
treten hat, schlieBt man auf 


(19) V (P,) = Min [V (Z), V (K)], 
indem ja in unserem Fall S, (0) = Z und S, (¢) K ist. 

(b) Es sei n = 2. 

Der zweigliedrige Kérper P, = S, + S, werde zunichst ganz auf der 
linken Seite einer Aquatorebene angenommen, so daB p, = a ist. In diesem 


Fall kann der Beweis von (16) in allen Teilen unverandert tibernommen 
werden, und es folgt, daB fiir einen geeigneten eingliedrigen Koérper P, 


(20) V (P,) = V (P,) 
gilt. Beanspruchen wir nunmehr wieder (19), so hat man wieder 
(21) V (P,) = Min [V (Z), V (K)). 


Nun werde weiter S, auf der linken, S, auf der rechten Seite einer Aquator- 
ebene von P, angenommen, so daB p, =a ist. In diesem Falle schreiben 
wir vorerst 

V (P,) = V (S,) + V (S,), 
sodann nach (19) 
V (P,) = Min [V (Z,), V (K,)] + Min [V (Z,), V (K,)] 
oder auch 
- Min [V (Z, + Z,), V (Z, + K,), V (K, + 2Z,), V (K, + K,)]. 
Nun ist aber 
V (Z, + Z,) = V (2), 
und indem wir beachten, daB die Kérper Z, + K, und Z, + K, ganz auf 
einer Seite einer Aquatorebene liegen, nach (21) 
V (Z, + K,) = Min [V (Z), V (K)], 
V (K, + Z,) = Min [V (Z), V (K)]. 
Endlich folgt bei sinngemaéBer Interpretation von Aussage 3 
V (K, + K,) => V (KR). 
Die letzten Beziehungen ergeben in ihrer Zusammenfassung erneut 
(22) V (P,) = Min [V (Z), V (K)]. 

Die Resultate (19), (21) und (22) stellen indessen die sich auf ein- und 
zweigliedrige konvexe polygonalen Rotationskérper beziehende Aussage (6) 
dar. Nach den friiher erbrachten Argumentationen ist demnach (6) fiir be- 
liebige konvexe Rotationskérper bewiesen. Hierauf beruhen aber die beiden 
neuen Ungleichungen (Ila) und (IIb) unseres Relationensystems. 


(Eingegangen am 27. August 1949.) 
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Topologische Eigenschaften reeller algebraischer 
Mannigfaltigkeiten. 
Von 


Water Hasicnr in Heidelberg. 


Einleitung. 


1. Die algebraische Geometrie in der abstrakten Form, welche ihr in den 
letzten zwei Jahrzehnten vor allem durch B. L.v.D. WAERDEN gegeben 
wurde!), beruht auf dem Begriff der algebraischen Mannigfaltigkeit iiber einem 
beliebigen Grundkérper K. Darunter versteht man die Menge aller Punkte 
eines projektiven n-dimensionalen Raumes S", deren Koordinatenverhiltnisse 
beliebigen Erweiterungskérpern von K angehdren und deren Koordinaten 
einem System von homogenen algebraischen Gleichungen f; (&,..., &,) = 0 
mit Koeffizienten aus K geniigen. 

Eine algebraische Mannigfaltigkeit im S” hat an sich keine topologische 
Struktur. Alle Begriffe, die man fiir solche Mannigfaltigkeiten einfiihrt, haben 
also zunachst nur algebraische Bedeutung, obwohl sie in der Wahl ihrer Be- 
zeichnungen schon auf Beziehungen zur Topologie hindeuten; ich erwahne als 
Beispiele: Mannigfaltigkeit, Dimension, Tangentialraum. 

2. Alle diese Begriffe bekommen nun einen wohlbestimmten Sinn, sobald 
man sich auf reelle algebraische Mannigfaltigkeiten beschrinkt. So ist zum 
Beispiel ein reeller Kegelschnitt in der reellen projektiven Ebene eine ein- 
dimensionale algebraische Mannigfaltigkeit, und dem entsprechen die topo- 
logischen FEigenschaften, daB der Kegelschnitt durch eine kontinuierliche 
Kurve gegeben ist, die sich in der Umgebung eines Punktes umkehrbar ein- 
deutig und stetig auf ein reelles Intervall abbilden laBt. Nun ist aber eine 
solche Mannigfaltigkeit an sich ein rein algebraisches Gebilde, genauer ein 
geordnetes System von Elementen eines Kérpers, zwischen welchen gewisse 
algebraische Gleichungen bestehen; und die Einbettung dieses Gebildes in 
den Kérper der reellen Zahlen ist ein willkirlicher Akt, der sich allerdings 
aus praktischen Griinden rechtfertigt, indem sich die topologischen Verhilt- 
nisse in einem reellen Raum besonders einfach gestalten; man denke z. B. 
an die Eigenschaft eines reellen, nichtdegenerierten Kegelschnittes, die reelle 
projektive Ebene in zwei Gebiete zu zerlegen. Es tritt dabei nicht klar zutage, 
inwiefern die topologischen Eigenschaften einer solchen Mannigfaltigkeit ihren 
Ursprung in der Algebra haben; ja es ist dabei nicht zum vornherein gesagt, 
ob die algebraisch eingefiihrten Bezeichnungen mit Namen topologischer Her- 
kunft auch wirklich den topologischen Sinn haben, welcher ihnen verninftiger- 
weise beigelegt werden muB. Es fehlt also hier eine Synthese von Algebra 
und Topologie. 


1) Vgl. B. L. v. pv. WazRpeEN: Einfiihrung in die Algebraische Geometrie, (Berlin: 
Springer 1940); ferner die Serie ,,Zur Algebraischen Geometrie“ desselben Verfassers 
erschienen in den Math. Ann. 96—115. Wir werden das genannte Lehrbuch im folgenden 
haufig zitieren. 
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3. Das Programm der vorliegenden Arbeit ist durch die obenstehenden 
Uberlegungen vorgezeichnet; es sei hier kurz skizziert. 

Die reellen Mannigfaltigkeiten, von welchen oben die Rede war, kénnen 
als Teilmengen von abstrakten algebraischen Mannigfaltigkeiten aufgefaBt 
werden, welche aus denjenigen Punkten des S” bestehen, deren Koordinaten- 
verhaltnisse reelle Zahlen sind. Es entsteht so als erstes die Aufgabe, die grund- 
legenden Begriffe und Satze der algebraischen Geometrie, néimlich Irreduzi- 
bilitat, eindeutige Zerlegbarkeit in irreduzible Teile, sowie den Begriff der 
Dimension und den Dimensionssatz?), auf solche Teilmengen zu iibertragen. 
Es ist nun vom axiomatischen Standpunkt aus geboten, diese Teilmengen 
nicht zum vornherein durch Realitatsbedingungen einzuschranken, sondern 
eine ganz beliebige Punktmenge §§ des abstrakten Raums S” zu fixieren und 
zuzusehen, ob sich all jene Begriffe und Satze auf die Durchschnitte der ab- 
strakten Mannigfaltigkeiten mit dieser ,,konkreten‘“* Punktmenge iibertragen 
lassen (da die Punktmenge auch der ganze S” sein kann, ist also unser Aus- 
gangsstandpunkt sogar allgemeiner als derjenige der abstrakten algebraischen 
Geometrie). In den beiden ersten Paragraphen wird gezeigt, daB dies wirklich 
der Fall ist. Man kann also fiir unsere ,,konkreten“, oder, wie wir sie nennen 
werden, ¥-Mannigfaltigkeiten immer von einer Dimension sprechen. Der 
Unterschied zu den abstrakten Mannigfaltigkeiten besteht nur darin, dab 
fiir diesen Dimensionsbegriff die Schnittsitze nicht mehr gelten, welche der 
Theorie der Mannigfaltigkeiten im S” einen so abgeschlossenen Charakter 
geben (man braucht nur an das einfache Beispiel zweier Kegelschnitte in 
der projektiven Ebene zu denken, die als komplexe Gebilde aufgefaBt immer 
4 Schnittpunkte besitzen, wahrend dies im Reellen nicht der Fall zu sein 
braucht). Bei Schnittsitzen tiber %-Mannigfaltigkeiten kann man ohne be- 
sondere Voraussetzungen iiber % nie Dimensionsabschitzungen nach unten 
erwarten. 

4. Als Vorbereitung zur Untersuchung lokaler topologischer Eigenschaften 
reeller Mannigfaltigkeiten stellen wir in § 3 und § 4 einige Satze tiber rationale 
Abbildungen zusammen. Wir werden zuerst streng definieren, was man unter 
einer rationalen Abbildung einer $-Mannigfaltigkeit zu verstehen hat (§ 3, 2., 
Definition 4). Die Bildmannigfaltigkeit kann (als Punktmenge 8’ betrachtet) 
selbst als ’-Mannigfaltigkeit aufgefaBt werden, und die Satze des § 3 handeln 
von Eigenschaften dieser Bildmannigfaltigkeit. Bei allen diesen Saitzen han- 
delt es sich um Abschitzungen gewisser Dimensionen nach oben. 

In §4 untersuchen wir, wie sich die Punkte einer Mannigfaltigkeit aus 
ihren Projektionen berechnen lassen, und zwar zunichst fiir Mannigfaltigkeiten 
im S" und beliebigen Grundkérper (§ 4, 1., 2.). Die Resultate lassen sich 
fiir Grundkorper der Charakteristik 0 dahin verscharfen, dab die Projektion 
einer a-dimensionalen Mannigfaltigkeit in einen S* mit s >a im allgemeinen 
birational ist (§ 4, 3.). SchlieBlich werden die Resultate auf $8-Mannig- 
faltigkeiten tibertragen. 

5. Um nun zu den topologischen Eigenschaften von $-Mannigfaltigkeiten 
zu gelangen, miissen wir die Punktmenge §§ der einschrankenden Bedingung 
unterwerfen, daB sie Trager einer Topologie sein soll. Da aber $ auBerdem 
einem n-dimensionalen projektiven Koordinatenraum S" angehért, so er- 
scheint es im Rahmen unseres axiomatischen Aufbaues natiirlich, fiir 8% selbst 


*) a.a.O."), §§27—29, 105—114. 
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einen n-dimensionalen projektiven Koordinatenraum A” c 8S" zu nehmen, 
dessen Koordinatenverhaltnisse einem Kérper A entstammen, welcher selbst 
ein topologischer Raum ist. Der projektive A" entsteht dann, indem man 
das n-fache topologische Produkt von A mit sich selbst bildet und dieses 
durch Hinzufiigung einer ,,uneigentlichen Hyperebene“ H"—! abschlieBt. 


Wir auferlegen nun dem KOorper A eine weitere Einschrinkung, indem wir 
verlangen, daB er angeordnet sein soll*). Dieses rein algebraische Postulat 
bewirkt, daB Polynome iiber A dieselben Stetigkeitseigenschaften besitzen 
wie stetige Funktionen tiber dem Ké6rper der rationalen Zahlen. Ein solcher 
Korper tragt eine natiirliche Topologie, in welcher die Umgebungen die Inter- 
valle sind und welche wir unseren weiteren Untersuchungen zugrunde legen. 


Wir nennen eine A"-Mannigfaltigkeit kurz A-Mannigfaltigkeit. Wir zeigen 
dann zuerst, daB die A-Mannigfaltigkeiten im A” abgeschlossen und nirgends 
dicht sind (§ 5, 4.). — Die niachsten 3 Abschnitte behandeln Projektionen 
a-dimensionaler A-Mannigfaltigkeiten in Riume A* mit s >a, insbesondere 
das Verhalten einer Projektion in der Umgebung eines einfachen Punktes % 
(7., Satz 10). Es zeigt sich, daB man sich zur Untersuchung lokaler topologi- 
scher Eigenschaften in einem solchen Punkt auf A-Hyperflichen (d. h. (n — 1)- 
dimensionale A”-Mannigfaltigkeiten) beschrinken kann. — Ist ferner der 
Korper A reell-abgeschlossen (d. h. wird er durch Adjunktion von i algebraisch- 
abgeschlossen), so ist eine geniigend kleine Umgebung eines einfachen Punktes 
einer a-dimensionalen A-Mannigfaltigkeit sogar homéomorph mit einer Um- 
gebung im A* (9., Satz 14), womit der Name Mannigfaltigkeit wenigstens 
teilweise auch topologisch gerechtfertigt ist. 

SchlieBlich untersuchen wir, inwiefern das Prinzip der Zuriickfihrung 
auf Hyperflichen auch in den mehrfachen Punkten einer A-Mannigfaltigkeit 
angewandt werden kann. Dazu beweisen wir zuerst unabhaingig vom Vorher- 
gehenden einen Stetigkeitssatz iiber Schnitte von A-Mannigfaltigkeiten mit 
linearen Raiumen (11., Satz 15), aus welchem wir folgern, da8 eine rationale 
Abbildung einer A-Mannigfaltigkeit in jedem ihrer Punkte stetig ist (Satz 16). 
In Satz 17 kombinieren wir das Resultat mit den friiheren Resultaten und 
erhalten auf diese Weise einen Beitrag zur Analyse der mehrfachen Punkte. 


§ 1. $-Mannigfaltigkeiten. 


1. Wir gehen aus von einem beliebigen Kérper K. S”" sei der projektive 
Raum aller Punkte im weiteren Sinn iiber K, d. h. aller Punkte, deren Ko- 
ordinatenverhaltnisse Elemente eines beliebigen Erweiterungskorpers von K 
sind (das Wort ,,alle‘* bezieht sich dabei nicht auf einen festen Erweiterungs- 
kérper, sondern auf die Vereinigungsmenge aller méglichen Erweiterungs- 
kérper von K). Ferner sei 8 eine beliebige Punktmenge im S”. $ kann z. B. 
aus allen Punkten des 8S” bestehen, deren Koordinaten einem festen Er- 
weiterungskérper von K angehéren; oder § kann aus dem eigentlichen Teil £” 
von S* bestehen, d. h. aus allen denjenigen Punkten des S", deren erste homo- 
gene Koordinate von Null verschieden ist. 


3) Wir kommen in §5 kurz auf die Anordnungsaxiome zu sprechen. Fiir eine aus- 
fiihrliche Darstellung vgl. B. L. v. p. WazRDEN: Mod. Algebra I, Kap. 10. 
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Definition 1. Unter einer %-Mannigfaltigkeit verstehen wir die Gesamtheit 
aller Punkte von ¥%, deren Koordinaten &,,..., &, einem System von algebrai- 
schen Gleichungen 
(1) fe (Eqs - - -» &,) =O 


mit Koeffizienten aus K geniigen. Das System (1) heife ein zugehériges Glei- 
chungss ystem. 


Wir werden auch die linken Seiten von (1) zuweilen als ein zugehériges 
Formensystem bezeichnen. 


Wir wollen in diesem Paragraphen in enger Anlehnung an die allgemeine 
Theorie, wie sie bei v. D. WAERDEN entwickelt ist*), die Zerlegungseigenschaften 
der $-Mannigfaltigkeiten untersuchen. Wir kénnen uns dabei im wesentlichen 
auf die Aufstellung der Siitze beschriinken, da sich die Beweise 1. c. wértlich 
ibertragen lassen. 

Durchschnitt und Summe (im Sinne der Vereinigungsmenge) zweier §- 
Mannigfaltigkeiten sind wieder solche. Eine -Mannigfaltigkeit M heiBt 
zerlegbar oder reduzibel, wenn sie Summe von zwei echten Teilmannigfaltig- 
keiten ist; eine unzerlegbare %-Mannigfaltigkeit heiBt irreduzibel. Aus dieser 
Definition ergibt sich unmittelbar der Hilfssatz: 


Wenn eine irreduzible %-Mannigfaltigkeit M in der Vereinigung von zwei 
$-Mannigfaltigkeiten M, und M, enthalten ist, so ist M in M, oder M, ent- 
haiten. 

Dieser Hilfssatz fiihrt weiter zum Irreduzibilitdtskriterium: 


Notwendig und hinreichend fiir die Zerlegbarkeit einer B-Mannigfaltigkeit 
M ist die Existenz eines Produktes f,, f., das in allen Punkten von M Null wird, 
ohne daB eine der Formen f,, f, in allen Punkten von M Null wird. 

2. Wir kommen nun zur Gruppe der Zerlegungssatze und erwahnen zuerst 
den Kettensatz: 

Eine Folge von §-Mannigfaltigkeiten M,> M,>..., in der jedes M,,, 
eine echte Teilmannigfaltigkeit von M, ist, muB nach endlich vielen Schritten 
abbrechen. 

Der Satz ergibt sich als unmittelbare Folge des H1LBERTschen Basissatzes, 
nach welchem man jedes unendliche Gleichungssystem (1) durch ein gleich- 
wertiges endliches ersetzen kann. — Aus dem Kettensatz ergibt sich sofort 
der grundlegende 

Zerlegungssatz. 


Jede %-Mannigfaltigkeit ist Summe von endlich vielen irreduziblen $-Mannig- 
faltigkeiten. 

Die Ergainzung dazu bildet der 

Eindeutigkeitssatz. 

Die Darstellung einer ¥-Mannigfaltigkeit als unverkiirzbare Summe von 
irreduziblen ist, abgesehen von der Reihenfolge der Summanden, eindeutig. 


Die irreduziblen Mannigfaltigkeiten. die in der Darstellung von M als 
unverkiirzbare Summe vorkommen, heiBen die irreduziblen Bestandteile von M. 


*) a.a.O."), §27, 105ff. 
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§ 2. Die Minimalerweiterung einer %-Mannigfaltigkeit. 


1. Ist M eine $-Mannigfaitigkeit, (1) ein zugehériges Gleichungssystem 
und M’ die durch dieses Gleichungssystem definierte abstrakte Mannig- 
faltigkeit im S", so nennen wir M’ eine Erweiterung von M in den S*. Ist 
umgekehrt M’ eine Mannigfaltigkeit im S", so heiBe die %-Mannigfaltigkeit 
M = M'/\§ die Spur von M’ in §, wofiir wir auch schreiben M = Sp (M’). 
Die Spur einer beliebigen Erweiterung von M ist M selbst. Umgekehrt ist 
jede Mannigfaltigkeit im S" eine Erweiterung ihrer Spur. 

Die Spurbildung ist offenbar vertauschbar mit Summe und Durchschnitt, 
d. h. es gelten die beiden Regeln 


(2) Sp (M, + Mz) = Sp (Mj) + Sp (M3) 
(3) Sp (Mj \ M3) = Sp(My) A Sp (M3) 
fiir zwei beliebige Mannigfaltigkeiten Mj, M3 des S". 

Der ProzeB der Erweiterung ist nicht eindeutig. Wir werden aber jetzt 
jeder ¥-Mannigfaltigkeit in eindeutiger Weise eine bestimmte Erweiterung, 
die Minimalerweiterung, zuordnen. Dies geschieht durch folgende Definition. 

Definition 2. Unter der Minimalerweiterung Me(M) einer %-Mannig- 
faltigkeit M verstehen wir die Gesamtheit aller Punkte des S", deren Koordinaten 
dem System stimtlicher algebraischer Gleichungen mit Koeffizienten aus K, die 
auf M erfiillt sind, geniigen. 

Offenbar ist Me (M) eine Erweiterung von M. Da jede andere Erweiterung 
einem Teilsystem der Gleichungen von Me (M) geniigt, ist Me (MM) in allen 
anderen Erweiterungen von M enthalten, womit die Bezeichnung ,,Minimal- 
erweiterung gerechtfertigt ist. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Summenbildung gegeniiber der Minimal- 
erweiterung invariant ist. Dazu benétigen wir den folgenden 

Hilfssatz. 

Die ¥%-Mannigfaltigkeit M, sei in der ¥-Mannigfaltigkeit M, enthalten und 
M3 sei eine Erweiterung von M, in den 8S". Dann gibt es eine Erweiterung Mj 
von M, in den S", welche in M3 enthalten ist. 

Beweis. Wir nehmen eine beliebige Erweiterung M{ von M, in den 8” 
und setzen Mj = Mj M3. Nach (3) ist dann Sp(Mj{) = Sp(Mj)n 

Sp (M3) = MM, M, = M,; also ist Mj eine Erweiterung von M,, und 
sie hat die geforderte Eigenschaft. 

Daraus folgern wir zunichst, daB sich jede Inklusion auf die Minimal- 
erweiterungen tbertragt: 

Aus M, c M, folgt Me (M,) c Me (M,). 


Wir beweisen nun fiir zwei beliebige %-Mannigfaltigkeiten M, und M,: 
(4) Me(M, + M,) = Me (M,) + Me (M,). 


Bildet man die Spur der rechten Seite und wendet (2) an, so erkennt man, 
daB die rechte Seite Erweiterung von M, + M, ist. Wir brauchen also nur 
noch zu zeigen, daB die linke Seite die rechte enthailt. — Nun ist aber 
M,< M,+M,, also nach vorigem Me (M,) c Me(M, + M,), und ebenso 
beweist man Me (M,) c Me(M, + M,); also ist auch Me(M,) + Me(M,) 
c Me(M, + M,), q.e.d. 
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Fiir den Durchschnitt gilt nur die Inklusion 
(5) Me (M,-\ M,) c Me(M,) Me (M,). 


Aus (3) folgt naimlich, daB die rechte Seite Erweiterung von M, 7 M, ist. 
Hingegen braucht die umgekehrte Inklusion nicht zu gelten, wie wir uns 
weiter unten an einem Beispiel klar machen wollen. 

2. Die beiden sich erginzenden Formeln (2) und (4) zeigen, daB eine $- 
Mannigfaltigkeit dann und nur dann irreduzibel ist, wenn ihre Minimal- 
erweiterung irreduzibel ist. Es lassen sich deshalb mit Hilfe der Minimal- 
erweiterung alle diejenigen Begriffe der algebraischen Geometrie, welche fiir 
irreduzible Mannigfaltigkeiten eingefiihrt werden, auf $-Mannigfaltigkeiten 
iibertragen. Der wichtigste dieser Begriffe ist derjenige der Dimension. Er 
beruht auf der Existenz eines bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten all- 
gemeinen Punktes auf jeder irreduziblen Mannigfaltigkeit im S", d. h. eines 
Punktes, aus dem alle andern Punkte durch relationstreue Spezialisierung*) 
entstehen. Die Dimension wird dann definiert als Transzendenzgrad eines 
normierten allgemeinen Punktes der Mannigfaltigkeit, und es gilt der Di- 
mensionssatz : 

Sind Mj und M3 irreduzibel und ist Mj C M3, 80 ist die Dimension von 
Mj kleiner als die von M3. 

Wir tibertragen nun den Dimensionsbegriff auf 8-Mannigfaltigkeiten. 

Definition 3. Unter der Dimension einer irreduziblen -Mannigfaltigkeit 
verstehen wir die Dimension ihrer Minimalerweiterung. 

Es gilt dann der 

Dimensionssatz. 

Sind die %-Mannigfaltigkeiten M, und M, irreduzibel und ist M, echte 
Teilmannigfaltigkeit von M,, so ist die Dimension von M, kleiner als die von M,,. 

Beweis. Aus M,c M, folgt Me(M,) c Me(M,); also folgt die Be- 
hauptung aus dem Dimensionssatz fiir Mannigfaltigkeiten im 8". 

Unter der Dimension einer zerfallenden $-Mannigfa!tigkeit M verstehen 
wir die héchste Dimension eines irreduziblen Bestandteils. Durch diese Fest- 
setzung erreichen wir, daB der Dimensionssatz weiterhin giiltig bleibt, wenn M 
reduzibel ist. — Als Anwendung des Dimensionssatzes ergibt sich 

Satz 1. 

Verschwindet eine Form f nicht in stimtlichen Punkten einer a-dimensio- 
nalen, irreduziblen B-Mannigfaltigkeit M, so bilden die Punkte von M, in 
denen { verschwindet, eine héchstens (a — 1)-dimensionale %-Mannigfaltigkeit. 

Zum Beweis hat man nur den Dimensionssatz auf F -\ M anzuwenden, 
wo F die zu f gehérige %-Mannigfaltigkeit bedeutet. 

Es erhebt sich hier naturgemaB die Frage, inwiefern unserm Dimensions- 
begriff topologische Bedeutung zukommt, falls % einem topologischen Raum 
angehért. Dariiber laBt sich natirlich unter so allgemeinen Voraussetzungen, 
wie wir sie iiber 8 gemacht haben, nichts aussagen. Falls hingegen $ ein 
projektiver reeller Raum ist, so laBt sich die ganze Theorie der reellen Mannig- 
faltigkeiten auch beziiglich ihrer topologischen Eigenschaften auf unserm 
Dimensionsbegriff aufbauen, wie wir im letzten Paragraphen zeigen werden. 

5) Ein Punkt 7 heif®t eine relationstreue Spezialisierung des Punktes £, wenn aus 
F (€) = 0 stets folgt F (4) = 0 fir jede Form F; vgl. a.a.O."), 106. 
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3. Die hergeleiteten Satze enthalten als Spezialfialle Saitze iiber Nullstellen- 
mannigfaltigkeiten inhomogener Polynomsysteme auf einer Punktmenge des 
affinen Koordinatenraums R”. Man wihle nimlich 8% zum vornherein als 
Teilmenge des eigentlichen Teils E" des S" in einem geeigneten Koordinaten- 
system (d. h. auBerhalb einer als singular ausgezeichneten Hyperebene z, = 0). 
Durch die Zuordnung & = =$ (« =1,...,) wird E" umkehrbar eindeutig 

°o 

auf R" abgebildet, wobei die Punktmenge § etwa in §’ iibergehen mége. 
Weiter la8t sich jedem Formensystem f; (25, ... , x,) durch die Substitution 
% = 1, x; = x eindeutig ein Polynomsystem fj (zj,....2,) zuordnen; bei 
dieser Zuordnung entsprechen einem Polynomsystem lauter Formensysteme, 
deren entsprechende Formen sich nur um Faktoren xo unterscheiden und deshalb 
im E£" dieselben gemeinsamen Nullstellen haben; also entspricht jeder $- 
Mannigfaltigkeit umkehrbar eindeutig eine 8’-Mannigfaltigkeit, d.h. die 
Nullstellenmannigfaltigkeit eines Polynomsystems auf $8’, und vermége dieser 
Zuordnung lassen sich alle bewiesenen Siatze iibertragen. 


Wir bezeichnen die eben beschriebene Zuordnung als Normierung nach 2. 
Es wird sich spater gelegentlich als niitzlich erweisen, ein Problem in der an- 
gegebenen Weise inhomogen zu machen. Falls es im S” keine zu § fremde 
Hyperebene gibt, so kann man doch immer § durch eine endliche Zahl (nim- 
lich m) von Punktmengen tiberdecken, die diese Eigenschaft haben. Wir 
machen von dieser Bemerkung im letzten Paragraphen Gebrauch (c.f. § 5, 10,). 


4, Zur Erlaéuterung des in den Abschnitten 1. und 2. Gesagten mégen hier 
noch zwei Beispiele von %-Mannigfaltigkeiten folgen. Wir wiahlen beidemal 
als Grundkérper K den Kérper der rationalen Zahlen und als Punktmenge $ 
die reelle projektive Ebene P?, d.h. die Menge aller Punkte der S*, deren 
Koordinatenverhiltnisse reelle Zahlen sind. 


a) Die zur Form 
f (oq, Xy, Xe) = (7 — %q %,)* + 7h + E+ xh 


gehérige Mannigfaltigkeit in S? ist eindimensional und irreduzibel. Ihre Spur 
in P? besteht aus den reellen Nullstellen von f, d. h. aus den beiden Punkten 
(1, 0, 0) und (1, 0, 1); sie ist also nulldimensional und reduzibel. — Das Bei- 
spiel zeigt, daB eine 8-Mannigfaltigkeit sehr wohl eine irreduzible Erweiterung 
in den S" haben kann, ohne selbst irreduzibel zu sein. Eine solche ist aber, 
falls sie existiert, jedenfalls von héherer Dimension als die betrachtete $- 
Mannigfaltigkeit; denn die einzige mégliche irreduzible Erweiterung gleicher 
Dimension ist die Minimalerweiterung, und deren Irreduzibilitat tbertragt 
sich auf die Spur. 


b) Die zur Form 
f (Xq. Xy» Xa) = Xo (XP + 23) + 2} 
gehérige Mannigfaltigkeit in S? ist ebenfalls eindimensional und irreduzibel, 
und dasselbe gilt von ihrer Spur in P?, da diese unendlich viele Punkte ent- 
hilt. Als Punktmenge betrachtet, zerfillt sie in eine Kurve und den isolierten 
Punkt (1, 0,0). Eine irreduzible a-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit kann 
also Punkte enthalten, deren Umgebungen von kleinerer Dimension als a sind. 


c) Das einfachste Beispiel, bei dem Me (M,-™ M,) + Me (M,) \ Me (M,) 
ist, erhalt man, wenn man fir M, eine Gerade, fiir M, einen diese nicht 
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treffenden reellen Kegelschnitt wahlt. Me (M, 7 M,) ist dann leer, wihrend 
Me (M,) -\ Me (M,) aus zwei Punkten im S? besteht. 


§ 3. Rationale Abbildungen von %-Mannigfaltigkeiten. 


1. Wir gehen aus von einer beliebigen $-Mannigfaltigkeit M in S” und 


einem System von n + 1 Formen qp,..., g, in m +1 Variablen mit Koeffi- 
zienten aus dem Grundkérper K, welche auf keinem der irreduziblen Be- 
standteile von M simtlich verschwinden. Ist dann (pp,..., P»,) = P ein 


beliebiger Punkt auf M, in welchem nicht alle g; verschwinden, so ist durch 


Yo >> +++? Gn = Po(P) = PilP)--- = Pn (P) 


ein Punkt im S” gegeben, der rational von P abhangt. Es ist also durch die 
q; eine Abbildung derjenigen Punkte von M definiert, in denen nicht alle 
g;, verschwinden. Um nun die Ausnahmepunkte auch zu erfassen, bedienen 
wir uns am besten des Begriffes der algebraischen Korrespondenz. Fiir alles 
Niahere sei dabei wieder auf das Lehrbuch von B. L. v. D. WAERDEN ver- 
wiesen*), wir geben hier nur die fiir unseren Zweck notwendigen Definitionen. 
Eine algebraische Korrespondenz zwischen den projektiven Raumen S” und 
S* ist eine algebraische Mannigfaltigkeit K im zweifach projektiven Raum S™*, 
d. h. eine Menge von Punktepaaren (z, y), wobsi x zu S” und y zu S" gehort. 
Liegt dann (x, y) auf K, so heiBt y ein Bildpunkt von z, und umgekehrt z 
ein Urbild von y. Diejenigen Punkte des S” bzw. S", die als Urbilder bzw. 
Bilder bei einer Korrespondenz auftreten, bilden algebraische Mannigfaltig- 
keiten im S” bzw. S"; sie heiBen die Urbildmannigfaltigkeit bzw. die Bild- 
mannigfaltigkeit der Korrespondenz. Wir bezeichnen sie im folgenden immer 
mit M bzw. N (evtl. unter Hinzufiigung von Strichen zur Unterscheidung 
von $-Mannigfaltigkeiten). Ist K als Mannigfaltigkeit im S”™” irreduzibel, 
so heiBt die Korrespondenz irreduzibel; in diesem Fall sind, wie man sich 
leicht iiberlegt, auch M und N irreduzibel. Um zu einer irreduziblen Korre- 
spondenz zu gelangen, kann man folgenderma8en vorgehen: man nimmt ein 
beliebiges Punktepaar (, 7) des S“". Dann bildet die Gesamtheit der Punkte- 
paare (p, g) des S™”, die aus (&, 7) durch relationstreue Spezialisierung hervor- 
gehen, eine irreduzible Korrespondenz. 

2. Wir beniitzen diese letzte Bemerkung, um den Begriff der rationalen 
Abbildung einer 8-Mannigfaltigkeit zu prazisieren. Wir bemerken zuerst noch, 
daB die Punktepaare (z, y) mit x Cc $ und yc S" eine Teilmenge des zwei- 
fach projektiven Raums S”" bilden, die wir mit ($, S") bezeichnen wollen. 


Definition 4. M sei eine irreduzible %-Mannigfaltigkeit, — ein allgemeiner 
Punkt ihrer Minimalerweiterung und ~ = (Qo; - - +; Pn) ein System von n + 1 
Polynomen in m + 1 Variablen, die im Punkte & nicht alle verschwinden. K' 
sei die durch das allgemeine Punktepaar (£, p (&)) bestimmte Korrespondenz, 
K ihre Spur in (%, 8S"). Dann heiBe K die durch p bestimmte rationale Abbil- 
dung von M in den 8". 

Ist M reduzibel, so verstehen wir unter der durch g bestimmten rationalen 
Abbildung von M in den S* die Summe der zu den irreduziblen Bestandteilen 
M;, nach obiger Vorschrift konstruierten ($, S")-Mannigfaltigkeiten K;. Wir 
kénnen uns bei der nachfolgenden Untersuchung auf rationale Abbildungen 


*) a.a. 0.2), §§ 32—34, 136—148. 
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irreduzibler 8-Mannigfaltigkeiten beschrinken. Oft verwenden wir auch fiir 
die Abbildung selbst das Symbol 9. 

Da sich bei einem Punktepaar (€, 7) nach einem allgemeinen Satz jede 
relationstreue Spezialisierung € +> p zu einer relationstreuen Spezialisierung 
(&, ») > (p,q) fortsetzen 1aBt’), so folgt aus Definition 4, daB die Urbild- 
menge einer Abbildung K von M in den 8S" genau die Mannigfaltigkeit M 
ist. Die Bildmenge N bei der Abbildung K ist natiirlich selbst keine alge- 
braische Mannigfaltigkeit im S”", wohl aber. eine Teilmenge der Bildmannig- 
faltigkeit N’ der Korrespondenz K’, aus welcher K hergeleitet ist. Fassen wir 
also N als N-Mannigfaltigkeit auf, so besitzt sie immer die Erweiterung N’ 
in den 8S”. 

Wir zeigen nun: N’ ist die Minimalerweiterung von N. Sei nimlich N* eine 
Erweiterung von N in den S" und N* c N’. Das Urbild von N* bei der 
Korrespondenz K’ ist eine algebraische Mannigfaltigkeit im S”, welche M 
umfaBt und im Urbild von N’, d. h. in Me (M), enthalten ist; es muB also 
gerade mit Me (M) tibereinstimmen. N* enthalt also von jedem Punkt von 
Me (M) mindestens ein Bild, also insbesondere das eindeutig bestimmte Bild 
g (€) des allgemeinen Punktes €. Da aber  (&) allgemeiner Punkt von N’ 
ist, so muB N* = N’ sein, q.e.d. 

Wir kénnen den bewiesenen Sachverhalt kurz so zusammenfassen: 

Satz 2. 

Bei einer rationalen Abbildung, welche die %-Mannigfaltigkeit M auf die 
N-Mannigfaltigkeit N abbildet, wird Me (M) auf Me (N) abgebildet. 

Wenn wir dabei sagen, eine Mannigfaltigkeit M werde auf eine andere N 
abgebildet. so meinen wir damit, daB jeder Punkt von N bei der Abbildung 
ein Urbild in M hat. 

Ist m das definierende Polynomsystem einer Abbildung, so werden wir 
anstatt N auch g M schreiben. — Die Dimension von g M ist héchstens 
gleich derjenigen von M. Denn dies gilt fiir die Minimalerweiterungen M’ = 

Me(M) und N’ Me(qgM), da der Transzendenzgrad des allgemeinen 
Punktes gw (é) von N’ héchstens gleich demjenigen des allgemeinen Punktes 
E von M ist. 

3. Der Satz 2 erlaubt es, das Prinzip der Konstantenzihlung auf Abbil- 
dungen von §-Mannigfaltigkeiten anzuwenden. Dieses Prinzip lautet fol- 
gendermaBen §) : 

Wenn in einer r-dimensionalen irreduziblen Korrespondenz im S™" einem 
allgemeinen Punkt & der a-dimensionalen Urmannigfaltigkeit M eine b-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit von Punkten von N entspricht und umgekehrt einem 
allgemeinen Punkt » der c-dimensionalen Bildmannigfaltigkeit N eine d-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit von Punkten auf M, so ist 


r=a+b=c+d. 


Es sei nun eine rationale Abbildung der ¥%-Mannigfaltigkeit M auf die 
N-Mannigfaltigkeit N vorgelegt. Die Dimension von M sei a, diejenige von N 
sei c. Die Dimension der Urbildmannigfaltigkeit M, (in M) eines festen 
Punktes gq < N sei mit d (gq) bezeichnet. Wir nennen d (q) auch, um ein an- 
schauliches Wort zu gebrauchen, die Uberdeckungsdimension des Punktes gq. 

7) a.a.Q.1), §27, 107. 

8) a.a.O.1), § 33, 139ff. 
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Wir wollen eine Beziehung zwischen a, ¢ und d (qg) herleiten. Dazu betrachten 
wir die Korrespondenz K’ im S”™", durch welche unsere Abbildung nach 
Definition 4 festgelegt ist. Nach Satz 2 haben wir M’= Me (M), N’=Me(N); 
M’ ist also von der Dimension a, N’ von der Dimension c. Dem allgemeinen 
Punkt — von M’ entspricht nach Definition 4 genau ein Punkt @ (€) von N’; 
also ist im Prinzip der Konstantenzahlung 6 = 0 zu setzen. d sei die Dimen- 
sion der Urbildmannigfaltigkeit M, eines allgemeinen Punktes 7 von N’ 
(M,, ist eine Mannigfaltigkeit im S”). 

Aus der Eliminationstheorie folgt®), daB die Punkte von N’, deren Ur- 
mannigfaltigkeit eine Dimension gréBer als d hat, einer Reihe homogener 
algebraischer Bedingungen geniigen, welche nicht auf ganz N’ erfiillt sind. 
Nach dem Dimensionssatz bilden sie eine héchstens (c — 1)-dimensionale Teil- 
mannigfaltigkeit U’ von N’. 

Die Spur von U’ in N sei U; U ist eine héchstens (c — 1)-dimensionale 
N-Mannigfaltigkeit. Liegt nun der Punkt gq von N nicht auf U, so ist seine 
Urmannigfaltigkeit Mz bei der Korrespondenz K' genau d-dimensional; da 
weiter M, die Spur von M;, in M ist, so haben wir 


d(q) sZd=a—ce. 
Wir fassen zusammen: 

Satz 3. 

Wird bei einer rationalen Abbildung die a-dimensionale Y-Mannigfaltig- 
keit N auf die c-dimensionale N-Mannigfaltigkeit N abgebildet, so liegen diejenigen 
Punkte von N, deren Uberdeckungsdimension d (q) gréfer als a—c ist, auf 
einer héchstens (c — 1)-dimensionalen N-Mannigfaltigkeit U. 


Eine analoge Aussage iiber die Punkte, deren Uberdeckungsdimension 
kleiner als a — c ist, laBt sich bei unseren allgemeinen Voraussetzungen nicht 
machen. Dieses Problem fihrt namlich auf einen Schnittsatz, und es laBt 
sich dariiber nur unter den speziellen Voraussetzungen des letzten Paragraphen 
etwas aussagen. 

Als Spezialfall von Satz 3 heben wir hervor: ist N selbst a-dimensional, 
so liegen diejenigen Punkte von N, welche unendlich oft iiberdeckt werden, 
auf einer héchstens (a — 1)-dimensionalen N-Mannigfaltigkeit U. Denn die 


nulldimensionalen §$-Mannigfaltigkeiten sind endliche Punktmengen. — In 
allen Fallen haben wir also 
Satz 4. 


Bei einer rationalen Abbildung der a-dimensionalen -Mannigfaltigkeit 
M auf N = ¢ M liegen die unendlich oft iiberdeckten Punkte auf einer héchstens 
(a — 1)-dimensionalen N-Mannigfaltigkeit U. 

4. Eine spezielle Klasse von rationalen Abbildungen wird bei unseren 
folgenden Untersuchungen eine fundamentale Rolle spielen, niamlich die 
Projektionen einer $8-Mannigfaltigkeit M aus einem linearen Teilraum S’ c 8” 
in einen dazu fremden S* c 8S" (r +s=n—1).— M liege nicht ganz in 8S’. 
Dann wird die Projektion folgendermaBen definiert. Man verbinde den all- 
gemeinen Punkt von Me (M) mit S’ und schneide den so erhaltenen S’+! 
mit S*. Der Schnitt besteht offenbar aus genau einem Punkt, dessen Ko- 
ordinaten rationale Funktionen von & sind. Die Punktepaare der Projektion 


*®) Es muB nénlich in diesen Punkten ein nicht identisch verschwindendes Resul- 
tantensystem verschwinden ; vgl. etwa B. L. v. p. WaERDEN: Mod, Algebra II, Kap. 11. 
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werden dann durch relationstreue Spezialisierung im Sinne von Definition 4 
gefunden. 

Ist M a-dimensional, so ist das Bild N =  M, das wir oft selbst als Pro- 
jektion von M bezeichnen, héchstens a-dimensional. Ist eine Dimension c < a, 
so heiBt die Projektion ausgeartet. Werden bei einer Projektion alle Punkte 


der Bildmannigfaltigkeit unendlich oft tiberdeckt, so ist sie ausgeartet; dies 
folgt unmittelbar aus Satz 4. 


5. Wir werden im Rest dieses und im ganzen folgenden Paragraphen Eigen- 
schaften von Projektionen von $-Mannigfaltigkeiten untersuchen. Es wird 
dabei Ausnahmeprojektionen geben, welche die betreffende Eigenschaft nicht 
mehr besitzen. Zur Illustration diene folgendes einfache Beispiel: bei Zentral- 
projektion eines Rotationshyperboloids im reellen projektiven P* wird ein 
vorgeschriebener Punkt 0 der Projektionsebene im allgemeinen nicht unend- 
lich oft iiberdeckt; die Projektionszentren, welche unendlich viele Punkte in 0 
hineinprojizieren, sind namlich die Bertihrungspunkte der Tangentialebenen 
von 0 an das Hyperboloid, also nur in endlicher Zahl vorhanden. — Diesen 
Sachverhalt wollen wir nun auf Projektionen von %-Mannigfaltigkeiten im S" 
verallgemeinern; dazu miissen wir zuerst die Ausdrucksweise ,,im allgemeinen“ 
prazisieren. 

Bekanntlich laBt sich die GRassMaNNsche Mannigfaltigkeit S aller S* c S” 
mit Hilfe einer geeigneten Auswahl von (n — r)(r + 1) +1 ihrer PLickerschen 
Koordinaten u als Parameter rational darstellen, wobei die Koeffizienten ganze 
rationale Zahlen sind. © ist rationales Bild eines SY (N = (n — r) (r + 1)) 
iiber K, welchen wir als einen PLijckERschen Parameterraum aller S’ c S" 
bezeichnen. Jedem seiner Punkte u ist ein (und bis auf eine singulare Hyper- 
ebene im S* iibrigens auch nur ein) S’ zugeordnet. 


Wir sagen dann, die Projektionen auf einen festen S* hatten eine Eigenschaft © 
im allgemeinen*, wenn alle Punkte u des S*, deren zugeordnete S', als pro- 
jizierende Réume aufgefapt, die Eigenschaft E nicht haben, ein System von alge- 
braischen Bedingungsgleichungen F; (u) = 0 erfiillen. 

Wenn die Projektionen eine Eigenschaft im allgemeinen haben, so braucht 
es deshalb noch keine Projektionen mit PLickreRschen Koordinatenverhilt- 
nissen aus K zu geben, die die Eigenschaft nun wirklich besitzen. Dies ist 
aber der Fall sobald K kein endlicher Korper ist, also z. B. fiir alle Korper 
der Charakteristik 0. Wir kommen darauf im tibernichsten Paragraphen 
nochmals ausfiihrlich zuriick. 

6. Wir kniipfen an den folgenden Schnittsatz iiber algebraische Mannig- 
faltigkeiten im S” an: 

Es sei M' eine a-dimensionale Mannigfaltigkeit im S" und S® ein b-dimen- 
sionaler linearer Teilraum des S" (a +b <n— 1), welcher mit M’ keine Punkte 
gemeinsam hat. Dann haben die durch S° gehenden linearen Teilriéwme S"-* im 
allgemeinen nur endlich viele Schnittpunkte mit M’?®). 

Die S"~* kénnen erzeugt werden als Verbindungsriume der S?’ mit den- 
jenigen S’ (r =n—a—b—1) die sich zu 8S? in allgemeiner Lage befinden. 





10) Zum Beweis projiziere man M’ vorbereitend aus S? in einem S"——1, Das Bild 
a M’ ist héchstens a-dimensional; ein allgemeiner S"—4—6—1 C Sn—b—1 hat also mit 
a M’ nur endlich viele Schnittpunkte nach 1), § 34, 145, Satz 4. Bildet man den Ver- 
bindungsraum von S"—@—b—1 mit S>, so erhalt man einen S*—4 mit der gewiinschten 
Eigenschaft. 


13* 
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Der zitierte Schnittsatz besagt dann, daB bei Projektion von M’ aus 8S” in 
einen festen Projektionsraum, welcher S® enthalt, im allgemeinen nur end- 
lich viele Punkte von M’ in den S® hineinprojiziert werden. 

Wenden wir dies auf die Minimalerweiterung einer %-Mannigfaltigkeit M 
im S" an, so erhalten wir 

Satz 54. 

Im S" sei eine a-dimensionale $-Mannigfaltigkeit M und ein b-dimensionaler, 
zu Me(M) fremder linearer Teilraum S° (a +6 <n—1) gegeben. Durch S? 
sei ein beliebiger S*+ als Projektionsraum gelegt. Dann werden bei einer Pro- 
jektion im allgemeinen nur endlich viele Punkte von M in den S® abgebildet. 

Wir wollen die Satze 4 und 5 miteinander kombinieren und gehen aus von 
einer a-dimensionalen ¥-Mannigfaltigkeit M in einem S”. Sei g M ihr Bild 
bei einer rationalen Abbildung in einen mindestens a-dimensionalen Raum S” 
und U die nach Satz 4 héchstens (a — 1)-dimensionale gm M-Mannigfaltigkeit, 
die alle unendlich oft iiberdeckten Punkte von g M enthalt. 

Nun ergibt sich aber aus dem vorigen Schnittsatz ohne weiteres, daB ein 
S"-@ durch S® mit einer (a — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit U’ im all- 
gemeinen keine Schnittpunkte besitzt. 

Da die Kombination zweier Eigenschaften ,,im allgemeinen“ wieder eine 
solche ist, so erhalten wir damit 

Satz 5a. 

Im S" sei das rationale Bild g M einer a-dimensionalen %-Mannigfaltig- 
keit M (n>a) und ein zu Me (gp M) fremder b-dimensionaler linearer Teilraum 
S° (a +b <n—1) gegeben; durch S° sei ein beliebiger S*+® als Projektions- 
raum gelegt. Dann werden bei einer Projektion x durch die zusammengesetzte 
Abbildung x p im allgemeinen héchstens endlich viele Punkte von M in den 
S® abgebildet. 

Diesen Satz habe ich an dieser Stelle im Hinblick auf eine spater zu ver- 
éffentlichende Arbeit hergeleitet; es wird sich naimlich dort als fruchtbar 
erweisen, rationale Abbildungen von -Mannigfaltigkeiten mit Hilfe geeig- 
neter Projektionen zu untersuchen. Es sei noch als Spezialfall von Satz 5a 
der Fall 6 =0 hervorgehoben: Legt man durch einen nicht auf Me(q M) 
liegenden Punkt 0 einen beliebigen S* als Projektionsraum, so werden bei einer 
Projektion des rationalen Bildes y M der a-dimensionalen %-Mannigfaltigkeit M 
im allgemeinen héchstens endlich viele Punkte von M in den Punkt 0 projiziert. 


§ 4. Die Bestimmung einer Mannigfaltigkeit aus ihrer Projektion. 


1. Die ersten drei Abschnitte dieses Paragraphen beziehen sich auf ab- 
strakte Mannigfaltigkeiten im S"; wir lassen deshalb den Strich zu ihrer 
Charakterisierung zuniachst fort. 

M sei eine a-dimensionale Mannigfaltigkeit im S" und & = (&,..., &) 
ein beliebiger ihrer Punkte. Bei Projektion von M aus einem S’ in einen S* 
(r + 8 =n—1) lassen sich die Koordinaten des Bildes za & rational aus denen 
von & bestimmen, sofern £ nicht im S’ liegt. Wir wollen untersuchen, wie 
sich umgekehrt die Koordinaten von £ aus denen von 2 & berechnen lassen. 
Wir setzen von nun an voraus, da8 M und S” keine Schnittpunkte haben; 
dazu mu8 jedenfalls s >a sein. Das Koordinatensystem denken wir uns 
zum vornherein an die Projektion adaptiert, indem wir die ersten s + 1 
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Grundpunkte in den S*, die letzten r+ 1 in den S* legen. Ist dann 
x = (Xp, %,..., %) ein beliebiger Punkt des 8", so ist seine Projektion 
NL = (Ly, Xy,-- +, 3 | eer | 

Es sei F (uw) die zugeordnete Form von M (vgl. a. a. O.*), § 36, 153—157). 
Sie entsteht als zugeordnete Form einer endlichen Anzahl von Systemen 
konjugierter Punkte, nimlich der Schnittmannigfaltigkeit von M mit einem 
allgemeinen S"—¢; letzterer sei dabei als Schnitt von a allgemeinen Hyper- 
ebenen u) (j =1,...,@) gegeben. Wir spezialisieren nun die u) zu méglichst 
allgemeinen Hyperebenen, die erstens den projizierenden Raum S’, zweitens 
einen allgemeinen Punkt x des S” enthalten. Dies erreichen wir durch die 
Substitutionen 

(j) (j) ) .. 





us > (vy % +--+ + y° 2) 
(6) ul) > vy Xo (0<i ss) 
uj) + 0 (i>), 
wobei die v/? neue Unbestimmte bedeuten. Dadurch geht F (uw) in eine Form 
F (v, x; u) in den v;?, x, . . ., 3 x, und einer Reihe von Unbestimmten Wp, . . ., Up, 


iiber. Sie verschwindet dann und nur dann, wenn M mit den spezialisierten 
Hyperebenen unendlich viele gemeinsame Schnittpunkte besitzt. Dies ist 
wiederum gleichbedeutend damit, daB der Verbindungsraum von x und S* 
unendlich viele Punkte von M enthilt (vgl.?°)). Da aber nach Voraussetzung 
M und S’ punktfremd sein sollen, so ist F (v, x; u) +0. Diese Form zerfallt 
in einem Erweiterungskérper von K (v, x) in Linearfaktoren: 
l , ’ 
F (v, x, u) = I (uy a + Uy no +e te, a), 

A=1 
die Punkte x?) = (2)’,..., 2,’) sind dann die Schnittpunkte von M mit den 
a spezialisierten Hyperebenen. 

Nun sei y = (Yo... -, Ys, 9,..-, 0) ein allgemeiner Punkt des Projektions- 
raums S*. Mit einer neuen Unbestimmten ¢ iiben wir auf die u; die Substi- 
tutionen 
Ug > LYg— Uy Yy— Ue Yg— °° - ~ Us Ye 
Uz > Uz Yo (¢ > 1) 


aus. Dadurch gehe F (v, 2,u) tiber in das Polynom 


(7) 


l 
" (A) (A) (A) 
G (v, x, y, u, t) = TT (tzo° + uy 27° +--+ + Un zn), 
A=] 
wobei gesetzt ist 

A) fA) 
20 = Yo %o 
(A) (A) a) dit: al 
4 = %t% —Yir% (lst s8) 
(A) (A) _ 
a = Yo Zi (t > 8). 


SchlieBlich sei H (v, x, y, u, t) das Polynom, das aus G durch Nullsetzen aller 
u; mit i > s entsteht: 
l , , , 
H (v, x, y, u, t) = HT (tz? + Uy A 4... +e 20), 


T ss 
A=1 


Nun spezialisieren wir 2 zu einem Punkt & auf M, dessen erste Koordinate 
nicht verschwinden soll: & + 0, und y zu seiner Projektion a &. Wegen der 
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Voraussetzung iiber M besitzt der Verbindungsraum S*+! von S’ und & nur 
endlich viele Schnittpunkte mit M. 


Also geht F bei der Spezialisierung iiber in eine nichtverschwindende Form 


t + 
F (v, &,u) = TT (uy fo + u, Ef +--- +, &2); 
A=1 
unter den Punkten &) = (éf,.... &) kommen insbesondere alle Schnitt- 


punkte von M mit dem S’*+! vor, und zwar mit gewissen Multiplizitaten, 
entsprechend den Vielfachheiten der zugehérigen Linearfaktoren. Wegen der 
Voraussetzung iiber M liegt keiner der Punkte &“) im S’, d.h. in keinem 
Linearfaktor verschwinden simtliche ersten s + 1 Koeffizienten. 


Wir bezeichnen die Summe der Multiplizitaten der Schnittpunkte von M 
mit dem S’+! als Uberdeckungszahl m des Punktes & bei der Projektion 2. 
Diese Schnittpunkte sind offenbar unter den Punkten &) dadurch aus- 
gezeichnet, daB ihre Projektionen mit der von & zusammenfallen. Da unter 
ihnen insbesondere der Punkt & vorkommt, so kénnen wir schreiben 


m 
. - ms , (a) 
F (v, &,u) = TT (ug &y +, &, +--+ +g, + par Sega t+: +s +Un dn) F,(v, é,u). 
Sad 
G geht bei der Spezialisierung tiber in 
ed (2) (a) 
& pl A lA 
G (v, &, 2 &, ut) = TD (t Ey + tes Ss +--+ +n BH) - G, (0, &, u, 0), 
A=1 
: (2) (A) (A) 
G, (v, é, u, t) —_ oy I (t Co + Uy 61 re ie Cn )3 
=m+i1 
dabei ist 
y(A) : »(A) 
$0 So 50 
~{A) w(A) se lA) “ 
Si - &, &; = Ge (1 >t 8) 
»(A) e(A) P % 
Gi = 0 Si (2 - 8). 


Nach Konstruktion kénnen dabei insbesondere fiir kein / alle C\” (1 <i <s) 
verschwinden. Das bedeutet folgendes: Betrachtet man G (v, x, y, u,t) als 
Polynom in w,,...,%, und ordnet es nach homogenen Bestandteilen, so ver- 
schwinden bei der Spezialisierung x > §, y + 2 & die homogenen Bestand- 
teile der Grade 1,/—1,...,1—-m +1. Derjenige vom Grade 1—m sei mit 
® bezeichnet. Er verschwindet bei der Spezialisierung nicht, und es gilt 


m 
- (A , (A 
P (v, §,u, t) = IT (t & Tt Ug+1 Eh + +++ + Uy &p ) 2 DP, (v, &, u, t), 
A=1 
a 7 (4) (A) 
‘ ’ b ot ed 
®, (v, &,u,t) = &> (uy oi’ +--+ +u,ce’). 
A=m+1 


SchlieBlich erhalt man das aus H (v, x, y, u, t) bei der Spezialisierung hervor- 
gehende Polynom H (v, é, 2 &,u, t), indem man in G (v, &, 7 &, u,t) alle u; 
(i > s) durch 0 ersetzt. Wie oben kann man also H (v, z, y, u, t) als Polynom 
in %,,...,%, betrachten und schlieBen, daB nach der Spezialisierung alle 
homogenen Bestandteile bis zu demjenigen vom Grade 1 — m verschwinden. 
Letzterer verschwindet nicht; ist er mit Y bezeichnet, so gilt 


®, (v, &, u, t). 


m 


P (v, &, u, t) = & 
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Spezialisiert man hierin schlieBlich ¢ zu 1 und dividiert ® (v, &, u, t) durch 
¥ (v, &,u, 1), so erhailt man nach Normierung der Koordinaten 


m 
Tt aes Ba toes tig de) ED 
Links steht ein Polynom m-ten Grades in ¢; seine Wurzeln sind Linearformen 
iN Us 41,-- +; U,_, gebildet mit den normierten Koordinaten derjenigen Punkte 
von M mit der Projektion 2 &. — Damit haben wir gefunden: 

Satz 6. 

Zu jeder natiirlichen Zahl m, welche als Uberdeckungszahl eines Punktes 
von M mit &, + 0 auftritt, gibt es zwei Polynome ® (2, u, v, t) und ¥ (2x, u, v, t) 
iM Wy, -- «5 Ley Uy, ++ +» Uns den v und t mit folgender Eigenschaft: ist & ein be- 
liebiger Punkt von M mit der Uberdeckungszahl m und &, + 0, und sind &,,.. ., &, 
seine normierten Koordinaten, so ist ¥ (&, u,v, 1) =  (&,,..., &, u, v) + 90, 
und die i-ten Koordinaten (i > 8) der Punkte von M mit der Projektion a & 
ergeben sich als Koeffizienten der u; aus der Linearfaktorzerlegung des Polynoms 
m-ten Grades ‘ 

RS E,, u, v, t) 
PO= DE... uo) 
Fir die Punkte von M mit & = 0, die nicht im projizierenden Raum liegen, 
lassen sich natiirlich alle diese Uberlegungen wiederholen; nur hat man dann 
die Koordinaten anders zu normieren. 





Insbesondere besagt unser Resultat, daB sich ein beliebiger Punkt & von 
M mit der reduzierten Uberdeckungszahl 1 rational aus den Koordinaten 
seiner Projektion 2 & berechnen léBt. Diese rationale Darstellung ist dabei 
unabhaingig von der speziellen Wahl des Punktes &. 


Weiter folgt noch aus der Herleitung von Satz 6: Die Punkte von M, in 
denen ® und ¥Y nicht verschwinden, haben Uberdeckungszahlen < m. 


2. Wir denken uns jetzt die Projektion nicht zum vornherein festgelegt, 
sondern wollen den projizierenden Raum so wiahlen, daB er den gegebenen 
Punkt & mit médglichst kleiner Uberdeckungszahl abbildet. Zu diesem Zweck 
legen wir durch & einen allgemeinen S"~—*; er schneidet M in endlich vielen 
Punkten, insbesondere im Punkt &. In der entsprechend spezialisierten zu- 
gehérigen Form F (u) trete der zum Punkt é gehérige Linearfaktor etwa o-mal 
auf. 9 ist durch M unabhangig von der Wahl von S"~* bestimmt und heiBt die 
Multiplizitét des Punktes &; & hei®t o-facher Punkt von M (vgl. a. a. 0.), 
§ 38, 168—169). — Wir werden nun einen geeigneten Teilraum S’ von S"~—¢ 
als projizierenden Raum wahlen und unterscheiden zwei Fille: 


l. s =a. Dann ist r=n—a-—1. Man wihle S’ beliebig so, daB er 
keinen Punkt von M enthialt. Der Verbindungsraum S’+! von S’ und & fallt 
mit S"—* zusammen. Die Uberdeckungszahl von é bei Projektion aus S’ wird 
gleich dem Grad 1 von M. 


2.s >a. Dann ist r< n—a—1. Man wihle S’ so, daB der Verbindungs- 
raum S’+! von S* und é keinen weiteren der Schnittpunkte von M mit S*—* 
enthalt (S" hat diese Eigenschaft im allgemeinen; vgl. § 3, 5.). Wiederholt 
man mit diesem S* als projizierendem Raum die Uberlegungen von 1., so 
sieht man, daB man fiir den dort auftretenden S"~* insbesondere unseren 
allgemeinen S"~* nehmen kann, und daraus folgt ohne weiteres, daB die 
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Uberdeckungszah! von é gleich der Multiplizitat von £ wird. Das in 1. kon- 
struierte Polynom ¢ (t) wird dann o-te Potenz eines Linearfaktors: 
p (t) = (¢ + Wena Sen. +°-- + Un Fd. 
Ist also o nicht durch die Charakteristik von K teilbar, so laBt sich &; (i > 8) 
aus dem zweithéchsten Koeffizienten von g (t) rational berechnen. Ist 0 
durch die Charakteristik z teilbar: 0 = y'- 0’, (y, 0’) = 1, so wird 
f f f yf fo 

pt) = +0541 Sea t-ss tun ga); 

also lassen sich dann nur die y'-ten Potenzen der &; rational berechnen. 
Wir fassen zusammen: 


E sei o-facher Punkt der a-dimensionalen Mannigfaltigkeit M im S". Ist 0 
nicht durch die Charakteristik von K teilbar, so hat eine Projektion in einen S* 
mit s > a im allgemeinen die Eigenschaft, dap sich die Koordinaten von & rational 
aus denen von x & berechnen lassen. 


3. Wir setzen von nun an der Einfachheit halber voraus, daB K von der 
Charakteristik 0 sei. M sei eine irreduzible Mannigfaltigkeit im S" und & 
ein allgemeiner Punkt von M. & ist einfacher Punkt von M; denn die wie in 2. 
konstruierte zugeordnete Form ist in diesem Fall unzerlegbar, da der durch 
E gelegte allgemeinste S"—¢ selbst ein allgemeiner S”~* ist; sie kann also wegen 
der Voraussetzung tiber K keine mehrfachen Faktoren enthalten. 

Wir denken uns eine Projektion nach 2. so gewihlt, daB sich & rational 
aus 2 & bestimmen laBt. Nun definiert 2 é eine irreduzible Mannigfaltigkeit N 
im S*, deren allgemeiner Punkt er ist. Aus der Definition der rationalen Ab- 
bildung (vgl. a. a. 0.1), § 33, 140) und dem Satz, daB jede relationstreue Spe- 
zialisierung 7» > 7* sich zu einer solchen des Paares (n, €), etwa 
(yn, ¢) > (y*, C*), fortsetzen laBt, ergibt sich, daB N die Projektion von M ist 
und daB umgekehrt eine rationale Abbildung von N auf M existiert. N ist 
also a-dimensional. Die Projektion ist demnach eine birationale Abbildung. 


Der projizierende Raum wurde in 1. und 2, insbesondere zu M punkt- 
fremd angenommen; die rationalen Funktionen, welche die Umkehrabbildung 
vermitteln, kénnen dann nach Satz 6 unter Einfiihrung von unbestimmten 
HilfsgroBen u,v so geschrieben werden, daB sie in jedem speziellen Punkt 
der Projektion x mit der Uberdeckungszahl 1 und &, +0 sinnvoll bleiben 
und das Urbild dieses Punktes liefern. Eine derartige birationale Abbildung 
heiBe reguldr. 

Bei einer reguliren Abbildung von M haben offenbar alle Punkte von 
aM die Uberdeckungsdimension 0, und diejenigen mit einer Uberdeckungs- 
zahl > 1 bilden eine héchstens (a — 1)-dimensionale Teilmannigfaltigkeit 
N* von N, ihre Urbilder auf M eine héchstens (a — 1)-dimensionale Teil- 
mannigfaltigkeit M* von M. 

Durch Zerlegung einer beliebigen a-dimensionalen Mannigfaltigkeit in 
irreduzible Bestandteile ergibt sich zusammenfassend: 

Ist K von Charakteristik 0, so ist eine Projektion der a-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit M in einen S* mit s > a im allgemeinen eine reguliire Abbildung. 

4. Wir wollen nun die Resultate auf 8-Mannigfaltigkeiten anwenden und 
geben ihnen die soeben entliehene Bezeichnungsweise durch groBe Buchstaben 
zuriick. Sei M eine a-dimensionale %-Mannigfaltigkeit; sie werde durch eine 
Projektion 2 auf die 7M-Mannigfaltigkeit 7M abgebildet. Wir nennen 
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allgemein eine rationale Abbildung  birational, wenn eine rationale Abbil- 
dung y von gM in den 8S" mit der Eigenschaft Mc poM existiert. 
Eine birationale Abbildung heiBe wiederum regulir, wenn der projizierende 
Raum zu Me(M) punktfremd ist. Fiir regulire Abbildungen gilt dann in 
wortlicher Ubertragung das in 3. Gesagte, wobei man unter der Uberdeckungs- 
zahl eines Punktes P von M seine Uberdeckungszahl als Punkt von Me (M) zu 
verstehen hat. Bei einer reguliren Abbildung von M ist die Projektion 7M 
a-dimensional. 

Definition 5. Der Punkt P von M heiBe o-facher Punkt von M, falis er 
o-facher Punkt von Me (M) ist. 

Ist P ein beliebig vorgeschriebener o-facher Punkt von M, so heiBe eine 
Projektion im Punkt P regulér, wenn dabei P mit der Uberdeckungszahl 9 
projiziert wird. Ist @ nicht durch die Charakteristik teilbar, so lassen sich 
dann nach 1. und 2. die Koordinaten von P rational aus denen von a P 
berechnen. 


§ 5. A-Mannigfaltigkeiten. 


1. Wir setzen von nun an voraus, daB der Grundkérper ein angeordneter 
Kérper A sei™). In einem solchen Kérper ist die Eigenschaft des Positiv- 
seins (> 0) durch folgende Axiome festgelegt: 

1. Das Nullelement 0 ist nicht > 0. 

2. Ist a+ 0, so hat genau eine der GréBen a, —a die Eigenschaft, > 0 
zu sein. 


3. Aus a> 0 und b> 0 folgt a-b > 0 unda+b>0. 


Ist —a> 0, so heiBt a negativ (< 0); die positive der beiden GréBen 
a,—a heiBt der Betrag a vona. a hei®t gréBer als b (und 6b kleiner als a), 
wenn a—b> 0 ist; wir schreiben a > 6b oder 6 <a. Durch diese Fest- 
setzung wird A zu einer geordneten Menge. A ist demnach von der Charakte- 
ristik 0, enthalt also den Primkérper der rationalen Zahlen. 

A enthalt zu jedem positiven Element ¢ noch kleinere positive Elemente 
(z. B. die Produkte von e mit rationalen Zahlen < 1). Hingegen kann es 
vorkommen, da keine positive rationale Zahl < ¢ existiert; A hei®t dann 
nichtarchimedisch angeordnet und ¢ eine unendlich kleine GréBe des Korpers 
(genauer: eine dem Betrag nach unendlich kleine GroBe). Ein solcher Kérper 
enthalt auch unendlich groBe Elemente, d.h. solche, die von keiner natiir- 
lichen Zahl iibertroffen werden; sie sind die Reziproken der unendlich kleinen 
Elemente. 

2. Es sei A" der n-dimensionale projektive Raum iiber A, d. h. die Menge 
der Punkte des 8S" (§ 1, 1.), deren Koordinatenverhialtnisse A angehéren. Wir 
werden jetzt die bisher beliebige Punktmenge §§ spezialisieren, indem wir 
fiir ® den ganzen A” nehmen. Wir nennen eine %-Mannigfaltigkeit dann kurz 
eine A-Mannigfaltigkeit. 

Vermége der Anordnung von A trigt A" eine natiirliche Topologie; man 
normiere namlich den Punkt Pc A” nach irgendeiner seiner nichtverschwin- 
denden Koordinaten in einem beliebigen Koordinatensystem. Die so erhal- 
tenen inhomogenen Koordinaten seien p,,..., P,- Dann verstehe man unter 
der e- Umgebung U, (P) von P (beziiglich des zugrundegelegten Koordinaten- 
systems) die Menge der Punkte Q, fiir deren inhomogene Koordinaten bei 


11) Vgl.a. a. 0.5). 
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derselben Normierung gilt |p; — q;| < ¢(i=1,...,m). Unter einer Um- 
gebung U (P) verstehen wir dann allgemein eine Punktmenge des A", die 
eine U,(P) enthalt. Wegen der Kérpereigenschaften von A folgt, daB dieser 
Umgebungsbegriff projektiv invariant ist; d. h. die zu verschiedenen Koordi- 
natensystemen in obiger Weise konstruierten Umgebungssysteme sind identisch. 
Fiir praktische Zwecke erweist sich eine bestimmte ,,affine Uberdeckung“ 

des A® als niitzlich. Sei naimlich ¢ ein beliebiges Element von A mit c > 1. 
Wir bilden in A* die Teilmengen ©, derjenigen Punkte, fiir deren homogene 
Koordinaten die Ungleichungen 

if 

| F 
bestehen. In ©, lassen sich inhomogene Koordinaten durch die Normierung 
&; = 1 einfiihren. Jeder Punkt des A” ist dann samt einer ganzen Umgebung 
in einer der Punktmengen ©; enthalten. Wir bezeichnen das System {,} 
als eine kanonische Uberdeckung des A”. 


3. Wir wollen im folgenden einige topologische Eigenschaften von 
A-Mannigfaltigkeiten herleiten. Dazu schicken wir eine Bemerkung iiber die 
Stetigkeit von Polynomen mit Koeffizienten aus A voraus. 

Es sei © ein 0,; &,,..-., & seien die normierten Koordinaten in 0. Ein 
Polynom f (2,, . . ., Z,) mit Koeffizienten aus A bildet die Punkte von © ein- 
deutig auf eine Teilmenge des Kérpers A ab. Da A selbst ein topologischer 
Raum ist, kénnen wir von Stetigkeit der Polynome sprechen, und es gilt: 

Ein Polynom f (x,,...,; %,) mit Koeffizienten aus A ist in 2 gleichmdfig 
stetig. 

Denn zunichst erkennt man leicht fiir Polynome in 2 n Variablen f (P, Q): 
f (P, Q) ist beschrinkt fir P< O, Qc O. Nun ist aber fiir ein Polynom f 
in » Variablen und 2 beliebige Punkte P, Q in Q: 


f (P) — f(Q)| = 2 (Pi — a bP, Q). 


il 


c (k =0,....4—1,¢+],...,n) 


Bedeutet also c eine gemeinsame obere Schranke der Betriige |/; (P, Q)|, so 
ist bei beliebig vorgegebenem e¢ 

if (P) — £(Q)| << d-n-c=e, 
sobald Q in einer 6-Umgebung von P mit 6 = gewahlt wird. 

4. Satz 7. 

Eine A-Mannigfaltigkeit M ist im A" abgeschlossen. 

Wir beweisen. daB die Komplementirmenge A* — M in A” offen ist. — 
Sei {f;} ein zu M gehériges Formensystem und Pc A"— M. Nach Ein- 
fihrung inhomogener Koordinaten in P samt einer Umgebung U, (P) gehen 
die f; iber in Polynome, die im Punkte P nicht alle verschwinden; wir be- 
zeichnen sie wieder mit f;. Ihre Quadratsumme f = 2 f? nimmt im Punkte P 
einen positiven Wert c an. Wegen der Stetigkeit gibt es eine U (P) c U,(P), 


innerhalb welcher f > = bleibt. In ihr liegen also keine Punkte von M, q.e.d. 
Satz 8. 


Eine a-dimensionale A-Mannigjaltigkeit M (a <n — 1) ist im A" nirgends 
dicht. 


Nach Satz 7 geniigt es, zu beweisen, daB jede Umgebung eines Punktes P 
von M einen Punkt der Komplementarmenge enthalt. 
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Wir beweisen dies durch Induktion nach n. Man wihle das Koordinaten- 
system so, daB P =(1,0,...,0) ist und projiziere M von P aus in die Hyper- 
ebene A"~! mit der Gleichung z,=0. Da die unendlich oft iiberdeckten 
Punkte von 2M nach Satz 4 (§3, 3.) eine héchstens (a — 1)-dimensionale 
a M-Mannigfaltigkeit U bilden, so gibt es in A*~! nach Induktionsvoraus- 
setzung einen nicht zu U gehérigen Punkt Q, und man kann annehmen 
Q = (0,1,0,...,0). Auf der Verbindungsgeraden S! von P und Q liegen dann 
nur endlich viele Punkte von M. Da die Punkte der A*-Spur von S!— Q 
vermége der Zuordnung « -- (1, «, 0,...,0) eineindeutig den Elementen von A 
entsprechen. hat man zum Beweis unseres Satzes nur « von Null verschieden 
und absolut genommen geniigend klein zu wéahlen, damit der Punkt 
(1, «, 0,...,0) den Anforderungen geniigt. Fiir n = 1 ist der Satz trivial. 

Wir kénnen das Resultat auch so aussprechen: Ist f(x) =0 eine alge- 
braische Bedingungsgleichung mit Koeffizienten aus A, so liegen die Punkte 
des A", welche die Bedingung nicht erfiillen, dicht in A". 


5. Wir haben in den vorhergehenden Paragraphen (§ 3, 6. und § 4, 2., 3.) 
einige Sitze tiber Projektionen ,,im allgemeinen“‘ bewiesen. Das bedeutete 
immer. daB die PLiickerschen Koordinaten im Parameterraum S* eine alge- 
braische Bedingung F (u) = 0 erfiillen muBten, damit die zugehérige Pro- 
jektion eine Ausnahme von dem betreffenden Satz machte. Diese Aussage 
bekommt nun wegen Satz 8 einen prizisen topologischen Sinn. —- Sei nimlich 
A® der Unterraum der Punkte des S¥ mit Koordinatenverhiltnissen aus A. 
Entspricht einem Punkt des A” der projizierende Raum 8’, so enthilt letzterer 
r +1 linear unabhangige Punkte des A"; waihlt man diese als Grundpunkte 
fiir ein Koordinatensystem im S", so erkennt man, daB er gleich einen ganzen 
A’ enthalt. Einen solchen S’ nennen wir einen A-Raum, eine Projektion aus 
ihm eine A-Projektion. 

Satz 8 besagt also: Hat eine Projektion eine Eigenschaft € ,,im allgemeinen“, 
so liegen die Punkte, denen A-Projektionen mit dieser Eigenschaft entsprechen, 
dicht im PLiickerschen Parameterraum A”, oder in etwas schwicherer For- 
mulierung: es gibt in jeder Umgebung einer speziellen A-Projektion 2, eine 
A-Projektion 2, welche die Eigenschaft € hat. 


6. Wir wollen die A-Projektionen etwas genauer untersuchen und setzen 
dabei voraus, daB auch der Projektionsraum ein A-Raum ist. 
Satz 9. 


Bei einer reguléren A-Projektion 2a einer irreduziblen a-dimensionalen 
A-Mannigfaltigkeit M in einen A-Raum S* (s > a) liegt das Bild x M auf 
einer irreduziblen a-dimensionalen A-Mannigfaltigkeit N; und zwar liegen die 
Punkte von N, die nicht zu 2 M gehéren, auf einer héchstens (a — 1)-dimensio- 
nalen A-Mannigfaltigkeit. 


Beweis. Der projizierende Raum sei S’, der Projektionsraum S*; letzterer 
enthalt einen A*, und es sei Me (a M)7\ A* = N gesetzt. 

Da nach Definition der reguliren Projektion (§ 4, 3.) M und S’ punktfremd 
sind, sind die Bilder der Punkte von M bei der Projektion eindeutig bestimmt 
und haben Koordinatenverhiltnisse aus A. Also gilt 7McWN. Sei nun 
a P ein Punkt von N, der nicht zu a M gehért. Dann muB z P der in § 4, 3. 
konstruierten singuléren Mannigfaltigkeit (Me (N))* angehéren; denn sonst 
laBt sich P aus 2 P rational mit Koeffizienten aus A bestimmen, wie sich 
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aus § 4, 4, ohne weiteres ergibt. P liegt also auf einer Teilmannigfaltigkeit N* 
von N mit dim N <a— 1. 

7. P sei ein einfacher Punkt von M und 2 eine regulire, im Punkte P 
regulire A-Projektion von M (cf. § 4, 3., 4.). Sowohl die Projektion als auch 
die Umkehrabbildung sind dann durch je ein System von Formen 2; bzw. 
gy; gegeben, so daB im Punkte P die 2;, im Punkte a P die gy; nicht alle ver- 
schwinden. Nach Einfiihrung geeigneter inhomogener Koordinaten im Urbild- 
raum und im Projektionsraum gilt dies wegen der Stetigkeit der Polynome 
auch noch in zwei geeignet gewaihlten Umgebungen U (P) bzw. U (2 P). 
Nach § 4, 1. SchluB, haben alle Punkte dieser Umgebungen die Uberdeckungs- 
zahl 1. Aus Satz 6 folgt also: 

Satz 10. 

Eine geeignet gewdhite Umgebung U (P) eines einfachen Punktes P einer 
a-dimensionalen A-Mannigfaltigkeit M laBt sich fiir s > a umkehrbar eindeutig 
und stetig (und zwar birational) auf eine Umgebung U (xP) eines einfachen 
Punktes xP einer a-dimensionalen A-Meannigfaltigkeit N im S* abbilden. 

DaB xP einfacher Punkt von N, d. h. von Me (2M) ist, ergibt sich leicht 
aus der geometrischen Konstruktion der birationalen Projektion in § 4, 2. 
Satz 10 besagt insbesondere, daB man sich zur Untersuchung des topologi- 
schen Verhaltens einer A-Mannigfaltigkeit in der Umgebung eines einfachen 
Punktes auf Hyperflaichen, d.h. auf solche Mannigfaltigkeiten beschrinken 
kann, deren Dimension um | kleiner ist als diejenige des einbettenden Raums. 


8. Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen, wie sich die Hyperfliachen 
unter den A-Mannigfaltigkeiten im A” charakterisieren lassen. 

M sei eine irreduzible A-Mannigfaltigkeit. Wir zeigen zuerst, dab M als 
Nullstellenmannigfaltigkeit einer einzigen irreduziblen Form f im A” erhalten 
werden kann; eine solche nennen wir dann eine erzeugende Form von M. — 
Sei namlich {f;} ein zu M gehériges Formensystem. Man kann zum vorn- 
herein annehmen, daB alle f; denselben Grad haben; denn ist / der héchste 
vorkommende Grad und /, etwa vom Grad 1 — r, so ersetze man }f, im System 
durch die » +1 Formen a” -f, (k =0,...,); macht man dies fiir alle 
Formen f;, so erhailt man offenbar ein mit dem urspriinglichen aquivalentes 
System. Wegen der Anordnungseigenschaften von A (cf. 4.) ist dann die Form 
f = 2 f? eine erzeugende Form von M. Ist f reduzibel, so mu’ wegen der 
Irreduzibilitaét von M schon ein irreduzibler Faktor f’ auf ganz M verschwinden; 
f’ ist also ebenfalls erzeugende Form von M. 

Ein Punkt Pc A” heiBe endlich beziiglich eines festen Koordinaten- 
systems, falls er nicht in der Hyperebene xz, = 0 liegt. Unter Normierung 
verstehen wir Normierung nach der Koordinate 2x. Dann gilt 

Satz 11. 


M sei eine (n — 1)-dimensionale irreduzible A-Mannigfaltigkeit im A", 
f eine erzeugende Form von M. Dann gibt es zwei beziiglich eines geeigneten 
Koordinatensystems endliche Punkte Q,, Q, des A", in denen { nach Normierung 
der Koordinaten verschiedene Vorzeichen annimmt. 


Beweis. Nach den Definitionen 2 und 3 (§ 2, 1., 2.) muB jede Form, die 
auf ganz M verschwindet, ein Vielfaches von f/ sein. — M bestehe nicht nur 
aus den Punkten der Hyperebene x, = 0 (sonst fiihre man zuerst eine Ver- 
tauschung der Koordinaten durch). Der Schnitt M, von M mit dieser Hyper- 
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, , , , , 7 é , 
ebene ist dann von niedrigerer Dimension als M. — Sei 2, f = = . Diese 


Form kann nicht Vielfaches von f sein, verschwindet also héchstens auf einer 
(n — 2)-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit N von M. M enthilt also Punkte 
auBerhalb N und M,. — P sei ein solcher Punkt. Nach Einfiihrung inhomo- 


gener Koordinaten gehen f und @,f in Polynome f’ und = iiber. Da das 
: ex, 


zweite im Punkte P nicht verschwindet, so gibt es in jeder Umgebung U (P) 
sogar auf der Geraden 2; = const (i = 2,...,”) durch P Punkte des A”, in 
denen f’ verschiedene Vorzeichen annimmt. 

Durch leichte Verallgemeinerung dieses Schlusses folgt 

Zusatz. Ist M (n—1)-dimensional und o ungerade, so gibt es in jeder 
Umgebung U (P) eines o-fachen Punktes von M zwei Punkte Q,, Q, mit der 
in Satz 11 ausgesprochenen Eigenschaft. 

9. Im folgenden werden wir den Grundkérper als reell-abgeschlossenen 
Korper {2 voraussetzen. Ein angeordneter K6rper heiBt nach ARTIN-SCHREIER!*) 
reell-abgeschlossen, wenn er durch Adjunktion von i algebraisch-abgeschlossen 
wird. Ein Polynom in einer Variablen mit Koeffizienten aus einem reell- 
abgeschlossenen Koérper {2 zerfallt in lineare und definite quadratische Fak- 
toren. Daraus folgert man leicht, daB fir Polynome f in n Variablen mit 
Koeffizienten aus 2 das Botzanosche Prinzip gilt: 

Nimmt f in zwei Punkten Q,, Q, des affinen n-dimensionalen Koordinaten- 
raums £2” iiber {2 verschiedene Vorzeichen an, so gibt es auf der Verbindungs- 
strecke Q,, Y, einen Punkt P c £2", in dem f verschwindet. 

Zum Beweis hat man nur die Verbindungsstrecke rational auf ein Inter- 
vall des Kérpers {2 abzubilden und die obige Zerfaillung anzuwenden. 

Fiir Q-Mannigfaltigkeiten gilt folgende Umkehrung von Satz 11: 

Satz 12. 

M sei eine héchstens (n — 2)-dimensionale 22-Mannigfaltigkeit im 2”, f eine 
erzeugende Form von M. Dann nimmt f in allen beziiglich eines beliebigen Ko- 
ordinatensystems endlichen, nicht auf M gelegenen Punkten nach Normierung 
der Koordinaten das gleiche Vorzeichen an. 





Beweis. Wir wihlen ein beliebiges Koordinatensystem und in ihm zwei 
endliche Punkte Q,, Q, des 2", die nicht auf M liegen. Offenbar kann man 
durch Q, und Q, eine 2-dimensionale {2-Ebene legen, die Me (M), also 
a fortiori M in héchstens endlich vielen Punkten schneidet. In ihr lassen sich 
Q, und Q, durch einen aus 2 Teilstrecken bestehenden Streckenzug mit der 
verlangten Eigenschaft verbinden. — Da der Streckenzug im Endlichen liegt, 
folgt nach Normierung der Koordinaten aus dem Bo.zanoschen Prinzip, 
daB f’ in den Punkten Q, und Q, dasselbe Vorzeichen haben muB, q.e.d. 

Wir geben nun eine topologische Charakterisierung der Umgebungen ein- 
facher Punkte von {2-Mannigfaltigkeiten. 

Satz 13. 

Eine geeignet gewihlte Umgebung Uy, (P) eines einfachen Punktes P der 
irreduziblen a-dimensionalen 22-Mannigfaltigkeit M lapt sich umkehrbar ein- 
deutig und stetig auf eine Umgebung U (P’) eines Punktes P’ im {2% abbilden. 

Nach Satz 10 kann man sich zum Beweis auf Hyperflichen im S**! be- 
schrinken. Es gibt eine 2-Gerade, die M in P mit der Multiplizitat 1 schneidet. 


12) Vgl.a.a.O.*), sowie ARTIN-ScHREIER: Hamb. Abh. 5, 85 (1927). 
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Wir wihlen auf ihr ein Projektionszentrum auBerhalb P und projizieren auf 
einen 2-Raum S*. Das Koordinatensystem sei an die Projektion adaptiert. 
Die erzeugende Form f von M gehe nach Normierung in das Polynom /’ iiber. 


Dann verschwindet = im Punkte P nicht. Wir konstruieren jetzt im affinen 


i 
Koordinatenraum eine Umgebung von P mit den gewiinschten Eigenschaften. 
Auf dem Projektionsstrah] durch P wihlen wir zwei Punkte Q,, Q, so, daB P 
auf Q, Q, liegt, f’ in Q, und Q, verschiedenes Vorzeichen besitzt und He auf 
Q, Q, die positive Schranke d nicht unterschreitet. Um P laBt sich eine von 


den Hyperebenen 2, = ¢, bzw. x, = C, (¢,, c, die ersten Koordinaten von Q,, Q.) 
begrenzte zylindrische Umgebung konstruieren, in deren durch diese Hyper- 
ebenen herausgeschnittenen Seiten f’ je konstantes Vorzeichen besitzt (dieses 
| Of d 


9 


ist also in den beiden Seiten entgegengesetzt) und in welcher 


bleibt, also md das Vorzeichen nicht wechselt (diese Forderungen sind wegen 


der Stetigkeit der Polynome erfillbar). Diese Umgebung heiBe U (P), ihre 
Projektion U (P’). Legt man durch einen beliebigen Punkt Q’ von U (P’) 
den Projektionsstrahl, so schneidet dieser U (P) in einer Strecke, auf welcher 
nach dem Bouzanoschen Prinzip ein Punkt @ von M liegen muB, und zwar 
of’ 


nur ein Punkt, da bx auf ihr konstantes Vorzeichen besitzt. 


Setzen wir U (P) | M = Uy (P), so werden die Punkte Q von Uy (P) 
den Punkten Q’ von U (P’) eindeutig und, wie unsere Konstruktion zeigt, 
stetig zugeordnet. 

10. Satz 13 kann natiirlich fiir die mehrfachen Punkte einer (2-Mannig- 
faltigkeit nicht mehr gelten. Wohl aber ist es von Interesse zu wissen, ob 
sich wenigstens Satz 10 in abgeschwachter Form auf die mehrfachen Punkte 
ausdehnen lat. Wir miissen dazu einige weitere topologische Begriffe ein- 
fiihren. 

Zuerst definieren wir die Umgebung einer Punktmenge I% im 2". — Eine 
kanonische Uberdeckung {0} des 2" induziert eine Uberdeckung {M;} von M, 
wobei M@; = M@ - OQ, gesetzt ist. In O; fihre man inhomogene Koordinaten 
ein durch die Normierung §; = 1 und definiere den Abstand o (P, It;) eines 
Punktes P von der Menge Wt; als untere Grenze der Abstiande o (P, Q), wo 
Q die Menge Mt; durchliuft. Die Menge samtlicher Punkte von 0; mit 
o (P,M,) < € heiBe U, (M;). Die U, (M;) iberdecken eine Punktmenge des 
£2", welche wir als e-Umgebung U, (3) bezeichnen. 

Weiter fiihren wir in der Mannigfaltigkeit aller 6-dimensionalen linearen 
Q-Riume S® im 8S" einen Umgebungsbegriff folgendermaBen ein. — Ein 
Q-Raum 8S? enthilt einen Q’= S* -\ Q". Unter der e-Umgebung U, (80) 
eines Q-Raums So verstehen wir dann die Menge simtlicher Q-Raume S? 
mit der Eigenschaft 
(8) Sr Qc U~, (83 0 2%). 

Wiederum heiBe jede Menge von {2-Réiumen, die eine e-Umgebung von st 
enthalt, eine Umgebung von So. 


11. Wir beweisen nun den folgenden Stetigkeitssatz iiber Schnitte von 
{2-Mannigfaltigkeiten mit linearen Riumen. 
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Saiz 14. 

M sei eine 2-Mannigfaltigkeit im 2", S? ein linearer Q-Raum. Dann gibt 
es zu jeder Umgebung U (So -\ M) im Punktraum Q” eine Umgebung U (83) 
im Priickerschen Raum Q¥, so daf fiir alle Sc 11 (8}) gilt: 
(9) S*\McU(Si AM). 
Ist st \ M leer, so besagt der Satz, daB auch S’-\ M leer ist fiir alle S® 
einer ganzen Umgebung von si. 


Beweis. Sei f eine erzeugende Form von M. {,} induziere die Uber- 
deckung {Q5i} von Q = se -\ 2". Nach einem von mir in einer friher er- 
schienenen Arbeit*) bewiesenen Satz besitzt dann f| (nach jeweiliger Nor- 
mierung) in dem nicht zu U (se \ M) gehérigen Stiick von Q, eine (allen 
Indices gemeinsame) positive untere Schranke d. Bezeichnen wir die von 
diesen Stiicken tiberdeckte Punktmenge des 2" mit K, so gibt es (wegen 
der gleichmaBigen Stetigkeit von Polynomen in den ,) eine U (XK), in welcher 
f nicht verschwindet. Also ist U (K)+U (s8-\M) =U (se 7) 2") eine 
Umgebung von sb £2", deren Durchschnitt mit M ganz in U (s3 r\ M) 
liegt. Daraus folgt die Behauptung ohne weiteres nach (8). 

Wir wollen diesen Satz auf £2-Korrespondenzen anwenden. Wir verstehen 
darunter die Spur einer abstrakten algebraischen Korrespondenz (cf. § 3, 1.) 
im zweifach projektiven Raum 2™* iiber 2. So ordnet sich der Begriff 
der §2-Korrespondenz also demjenigen der £2-Mannigfaltigkeit unter. 

K sei eine £2-Korrespondenz und P = (pp,...,; Pm) ein Punkt des Ur- 
bildes M der Korrespondenz im 22”. Offenbar kénnen wir dann die Bild- 
mannigfaltigkeit N p von P im £2" deuten als Schnitt der 2-Mannigfaltigkeit K 
mit dem durch die Gleichungen x; = p; bestimmten linearen Teilraum des 
$2™", Unser Schnittsatz ergibt also: 

Satz 15. 

P sei ein Punkt des Urbildes M einer 922-Korrespondenz, und Np sei die 
Bildmannigfaltigkeit von P im 2". Dann gibt es zu beliebig vorgeschriebener 
Umgebung U (Np) im Bildraum eine Umgebung Uy, (P) im Urbildraum, deren 
Bildpunkte séimtlich in U (Np) liegen. 

Ein Spezialfall einer £2-Korrespondenz ist eine rationale Abbildung einer 
92-Mannigfaltigkeit in einen 2", falls die Koeffizienten der die Abbildung 
vermittelnden Polynome ebenfalls in {2 liegen. Eine solche hei®e eine 
Q-Abbildung. 2-Abbildungen sind z. B. die regularen Projektionen (cf. § 4, 3.) 
aus einem {2-Raum in einen §2-Raum sowie deren Umkehrabbildungen. 
Satz 15 mége dann kurz dahin formuliert werden, daB eine {2-Abbildung 
von M in jedem Punkt von M stetig ist. 

12. Sei nun P ein Punkt einer a-dimensionalen {2-Mannigfaltigkeit M 
und M (P) der Durchschnitt simtlicher 2-Mannigfaltigkeiten Me (U y (P))\ 2", 
wo Uy, (P) simtliche Umgebungen von P durchliuft. Nach dem Zerlegungs- 
und dem Dimensionssatz (cf. § 1) gibt es eine Umgebung U y, (P) mit Uy (P) = 
= Uy p)(P): die lokalen Eigenschaften von M und M (P) im Punkte P 
sind also dieselben. und M (P) ist die kleinste 2-Mannigfaltigkeit mit dieser 
Eigenschaft. Sei dim M(P) =a’ <a. — Sei 2 eine regulire, im Punkte P 


13) HaBicut, W.: Comm, Math. helvet. 18, 331 (1944). 
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regulire 2-Projektion. P wird durch 2 umkehrbar eindeutig auf einen Punkt 
P’ einer a’-dimensionalen {2-Mannigfaltigkeit N (P) abgebildet (cf. 6.). Ist 
nun Uy (P) = Uy .p,(P), so schlieBt man wie in 6., daB a Uy, (P) ganz in 
einer Umgebung Uy ,p, (P’) liegt und diese bis auf einen Rest N* (P) von 
niedrigerer Dimension ausfiillt. Daraus und aus Satz 15 ergibt sich 

Satz 16. 

Jeder Punkt P einer a-dimensionalen {2-Mannigfaltigkeit M besitzt eine 
Umgebung Uy, (P) mit folgenden Eigenschajten: 

1. Uy (P) lapt sich auf eine Punktmenge 1 Uy, (P) eines A®*+*(a’ <a) 
projizieren. 2 Uy, (P) liegt dabei in einer Umgebung Uy :p)(P’) eines Punktes 
P’ der Mannigfaltigkeit N (P); Un p)(P’) ist a’-dimensional, der Rest 
Uy p) (P’) — 1 Uy (P) héchstens (a’ — |)-dimensional. 

2. a Uy (P) lapt sich rational auf Uy (P) abbilden. Diese Abbildung ist 
stetig, im Punkte P’ eindeutig und in a U y (P) eindeutig bis auf eine héchstens 
(a’ — 1)-dimensionale x U y (P’)-Mannigfaltigkeit. 


My 


( Bingegangen am 26. Oktober 1949.) 
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